2.2 Binomialverteilung und kumulierte Binomialverteilung

Beispiel: Ein Basketballspieler trifft erfahrungsgemif einen Freiwurf mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 75 %. Er wirft § Mal. Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der
Treffer an.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt, kann mit Hilfe der

Bernoulliformel (mit #» =8 und p =0,75) berechnet werden.
Somit ist die Zufallsvariable X binomial verteilt.

1. Die Binomialverteilung (genau k Treffer; P(X = k))
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Beispiel: P(X =4) =0,0865 035
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Berechnung mit Bernoulliformel: o
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2. Die kumulierte Binomialverteilung (hochstens k Treffer; P(X < k))
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oder ein geringerer Wert als dieser 1
(hdchstens dieser) angenommen wird.

Beispiel:P(X <4) =0,1138

Die Wahrscheinlichkeit fiir O bis 4 Treffer
(hochstens 4 Treffer) betrédgt ca. 11,38 %. ol

Berechnung: L s s s e,
P(X<4)=P(X=0)+P(X =1) +... +P(X =4) =

P(X <k)

3. Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k Treffer P(X > k)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft der Spieler 4 bis 8 Mal (also mindestens 4 Mal)?

Vorgehen mithilfe des Gegenereignisses ,,3 oder weniger Treffer (hochst. 3 Treffer)” und
der kumulierten Verteilung:

P(X >4)=1-P(X £3) =1 -0,0273 =0,9727



Eingabe in den Taschenrechner (WTR)

1. Die Binomialverteilung (genau k Treffer; P(X = k))
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2. Die kumulierte Binomialverteilung (hochstens k Treffer; P(X < k))
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2.3 Aufgabentypen

1. Aufgabentyp (,,gesucht: Gesamtwahrscheinlichkeit (P)*)

Beispiel: Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit ...

a) ... fiir genau 3 Mal
~Zahl*“?

geg.n=8; p=0,5 k=3
ges. P

Binomialverteilung (BV)
P(X=3)=0,2188

b) ... fiir hochstens 3 Mal
Zahl“?

geg.n=8; p=0,5 k<3
ges. P

kumulierte BY
P(X <£3)=0,3633

d) ... fiir mindestens 2 Mal und hochstens 5 Mal ,,Zahl*?
kumulierte BV : P2<X<5)=P(X <5)-P(X <1) =0,8555 -0,0352 =0,8203

2. Aufgabentyp (,,gesucht: Trefferanzahl (k)*)

¢) ... fiir mindestens 3 Mal
Zahl“?

geg.n=8; p=0,5 k=23

ges. P

kumulierte BV

P(X=23)=1-P(X £2)
=1-0,1445 =0,8555

Beispiel: Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie oft muss man ...

a) ... (genau) ,,Zahl*

’ b) ... hochstens ,,Zahl*

‘ ¢) ... mindestens ,,Zahl*

erhalten, wenn die Wahrscheinlichkeit hierfiir weniger als 15 % betragen soll?

gegeben: n=8; p =0,5
Bedingung: P(X = k) <0,15
gesucht: k

BV
(Liste fiir mehrere k-Werte)

P(X =0) =0,0039 «
P(X=1)=0,0312
P(X=2)=0,1093 «
P(X =3)=0,2187
P(X =4) =0,2734
P(X =5)=0,2187
P(X=6)=0,1093
P(X=7)=0,0312 «
P(X =8)=0,0039 «

Einzelwahrscheinlichkeiten < 0,15
- n n_
0 1 7 8

A:0,1,2,6,7 oder 8 Mal.

2 3 4 5 6

gegeben: n=8; p =0,5
Bedingung: P(X < k) <0,15
gesucht: k

kumulierte BV

(Liste fiir mehrere k-Werte)

P(X=1)=0,0352
P(X<2)=0,1445 1
P(X'=3)=0,3633
P(X<4)=0,6367

Summe <0,15

A: 2 Mal oder weniger.

gegeben: n=8; p =0,5
Bedingung: P(X = k) <0,15
gesucht: k

kumulierte BV

(Liste fiir mehrere k-Werte;
Gegenereignis)

P(X <3)=0,3633 = P(X24)=0,6367
P(X <4)=0,6367 = P(X = 5) =0,3633

P(X<5)=0,8555 = P(X26)=0,1445 |
P(X <6)=0,9648 = P(X = 7) =0,0352

Summe <0,15

I [ |
7

o 1 2 3 4 5 6

A: 6 Mal oder mehr.

8



3. Aufgabentyp (,,gesucht: Durchfiihrungshiufigkeit (7))

Beispiel: Wie oft muss eine faire Miinze geworfen werden, wenn man mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mehr als 25 % ...

a) ... genau 3 Mal ,,Zahl*
erhalten mochte?
gegeben: p =0,5; k =3
Bedingung: P >0,25
gesucht: n

BV

(n-Werte probieren)

n=4; P(X=3)=0,25
; P(X=3)=0,3125 |
; P(X=3)=0,3125

4
5
6
7, P(X=3)=0,2734 1
8
5,

N
1 n

n

; P(X'=3)=0,2188

n
A: 5, 6 oder 7 Mal.

b) ... hochstens 3 Mal
,.Zahl“ erhalten mochte?
gegeben: p=0,5; k<3
Bedingung: P >0,25
gesucht: n

kumulierte BY
(n-Werte probieren)

n=8 P(X<3)=0,3633
n=9; P(X<3)=0,2539 1
n=10; P(X<3)=0,1719
n=11; P(X<3)=0,1133

A: 9 Mal oder weniger.

¢) ... mindestens 3 Mal
,Zahl erhalten mochte?
gegeben: p =0,5; k=3
Bedingung: P >0,25
gesucht: n

kumulierte BY

(n-Werte probieren;

P(X £2)<0,75 = P(X 2 3) >0,25)

n=3;
P(X<2)=0,875 = P(X23)=0,125

n=4; 1
P(X<2)=0,6875=P(X=3)=0,3125
n=5;

P(X<2)=0,5 =P(X23)=0,5

A: 4 Mal oder mehr.

4. Aufgabentyp (,,gesucht: Trefferwahrscheinlichkeit (p)*)

Beispiel: Eine verbeulte Miinze wird 8 Mal geworfen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl*
betrigt entweder p=0,2 oder p=0,4 oder p=0,6. Welche Werte fiir p konnen stimmen,
wenn man mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 25 % ...

a) ... genau 3 Mal ,,Zahl*
erhalten mochte?
gegeben: n=8; k =3
Bedingung: P >0,25
gesucht: p

BV

(geg. p-Werte probieren)

p=02
P(X =3)=0,1468 <0,25
p=04
P(X =3)=0,2787 >0,25
p=0,6;
P(X=3)=0,1239 <0,25

A Firp=04.

b) ... hochstens 3 Mal
,.Zahl“ erhalten mochte?
gegeben: n=8; k<3
Bedingung: P >0,25
gesucht: p

kumulierte BV

(geg. p-Werte probieren)

p=02
P(X<3)=0,9437 >0,25
p=04
P(X<3)=0,5941 >0,25
p=0,6;
P(X<3)=0,1737 <0,25

A: Firp=02o0. p=04.

¢) ... mindestens 3 Mal
,Zahl erhalten mochte?

gegeben: n=8; k =23
Bedingung: P >0,25
gesucht: p

kumulierte BV

(geg. p-Werte probieren;
P(X £2)<0,75 = P(X 2 3) >0,25)
p=0,2;

P(X<2)=0,7969
=P(X23)=0,2031 <0,25
p=0,4

P(X<2)=0,3154
=P(X23)=0,6846 >0,25
p=0,6

P(X £2)=0,0498
=P(X23)=0,9502 >0,25

A: Fir p=0,4 oder p =0,6.



Beispiel

a) Erfahrungsgemif sind 4 % der produzierten Smartphones eines Herstellers defekt. Ein

Kunde erhilt ein Paket mit 50 Smartphones des Herstellers.

ges. P

Anzahl Aufgabentyp Losung

Typ 1(genau)
Wahrscheinlichkeit fii =
3 ; fr Sl:t ermiciicelt gee. 1 _500 04 Binomialverteilung (BV)

clerte p= P(X =3)=0,1842

Smartphones? k=3

ges. P

Typ 1(genau)
Wabhrscheinlichkeit fiir | geg. n =50 BY
2 oder 3 defekte p=0,04 P(X=2)+P(X =3)
Smartphones? k=2 oder 3 =0,2762 +0,1842 =0,4604
ges. P

Typ 1 (mind.)
Wahrscheinlichkeit fiir geg. n=50 kumulierte BV
mindestens 2 defekte p=0,04 P(X=22)=1-P(X £1)
Smartphones? k=2 =1-0,4005 =0,5995

ges. P

Typ1l

Wahrscheinlichkeit fiir | (mind./héchst.) kumulierte BV
mehr als 2, aber geg. n =50 P(2<X <8) =P(3 <X <7)
weniger als 8 defekte p=0,04 =P(X<7)-P(X <2)
Smartphones? 2<k<8 =0,9992 -0,6767 =0,3225




b) Weitere Aufgabenstellungen.

wenn die Wahrscheinlich-
keit hierfiir weniger als 5 %
betragen soll?

P(X=k)<0,05
ges.: k

Anzahl Aufgabentyp Losung
BV
(Liste fiir mehrere k-Werte)
.. Typ 2 (genau)
Wie viele defekte geg: n=50; P(X =4) =0,0902
Smartphones miisste das p=0,04 P(X =5) =0,0346
Paket enthalten, wenn die . P(X =6)=0,0108 ~
Bed.: o
Wahrscheinlichkeit hierfiir N P(X=7)=0,0028
P(X=k)=0,01 P(X =8) =0,0006
ungefihr 1 % betragen soll? sk TR
ges-: A: Das Paket miisste also 6 defekte
Smartphones enthalten.
kumulierte BV
o Typ 2 (mind.) (Liste fiir mehrere k-Werte;
Wie viele defekte geg: n=50; Gegenereignis)
Smartphones miisste das p=0,04
Paket mindestens enthalten, | Bed.: P(X'<2)=0,6767 = P(X 23)=0,3233

P(X<3)=0,8609 = P(X=4)=0,1391

P(X<4)=0,9510=P(X=5)=0,0490 |
P(X<5)=0,9856 = P(X=6)=0,0144

A: Das Paket miisste also 5 oder mehr
defekte Smartphones enthalten.

Wie viele Smartphones des
Herstellers miisste der
Kunde tiberpriifen, um mit
einer Wahrscheinlichkeit
von mehr als 10 %
mindestens 4 defekte zu
erhalten?

Typ 3 (mind.)
geg: p=0,04

k=4
Bed.: P>0,1
ges.: n

kumulierte BV

(Mehrere n-Werte probieren;
P(X<3)<0,9 = PX=24)>0,1)
n=43;

P(X £3)=0,9078 = P(X = 4) =0,0922
n=44;

P(X £3)=0,9016 = P(X = 4) =0,0984
n=45; !
P(X £3)=0,8953 = P(X 2 4) =0,1047
n=46;

P(X<3)=0,8887 = P(X=24)=0,1113

A: Der Kunde miisste also 45 oder
mehr Smartphones tiberpiifen.




Anzahl Aufgabentyp Losung

Wie viele Smartphones des kumulierte BY .

Herstellers miisste der Typ 3 (hochst.) f}\f;? re;r&;;\)’\fg 7ezggobleren)

Kunde tiberpriifen, um mit | geg: p=0,04 n=27, P(X<1)=0.7058

einer Wahrscheinlichkeit k<l =28 P(X<D)=0.6900 |

von weniger als 70 % Bed.: P<0,7 n=29: P(X <1)=0.6760

hochstens ein defektes zu ges.. n

crhalten? A: Der Kunde miissfe als? 28 oder
mehr Smartphones iiberpiifen.

Die Defektwahrscheinlich- BV

keit p betridgt nun entweder (gegebene p-Werte probieren)

11%, 12% oder 13%. Typ 4 (genau) P=OLL

Welcher Wert fiir p kann geg: n=50; P(X =5)=~0.1801 >0.15

stimmen, wenn die Wahr- k=5 =012

scheinlichkeit, dass in Bed.: P<0,15 P(X=5)=0,1674 >0,15

einem Paket genau 5 ges.. p 5&0;153;:0 1493 <015

defekt sind, weniger als ’ ’

15 % betragen soll? A: Fiir p=0,13.

Die Defektwahrscheinlich-

keit p betrigt nun entweder kumulierte BV )

11%. 12% oder 13%. ) (gegebene p-Werte probieren)

Welcher Wert fiir p kann Typd (h_OChSt') p=0.1%;

stimmen, wenn die Wahr- gee: Z ; 20; P(X<3)=0,1854 >0,10

scheinlichkeit, dass in Bed.: P ; 0,1 g&os,gz);: 0,1345 >0,10

einem Paket (nur) ges.: p p=013

hochstens 3 defekt sind, P(X <3)=0,0958 <0,10

weniger als 10 % betragen A: Fiir p=0,13.

soll?




2.4 Erwartungswert

Formel (bei Binomialverteilung)

EX)=nlp n — Anzahl der Versuche (Durchfiihrungen)
p — Wabhrscheinlichkeit fiir einen ,, Treffer” (Erfolg)

Am Beispiel 1 (siehe Vorseite)

E(X)=8[0,75=6
Interpretation: Der Basketballspieler kann durchschnittlich 6 Treffer bei 8 Wiirfen erwarten.

Grafische Betrachtung

,In der Nihe des Erwartungswertes* befinden sich die Werte von X mit den hochsten
Wahrscheinlichkeiten.

,Fallt” der Erwartungswert (wie hier) direkt auf einen Wert von X, so liegt an diesem stets
die hochste Wahrscheinlichkeit vor.

Beispiel 2

In einem Karton befinden sich 50 Bauteile. Ein Bauteil ist mit einer Wahrscheinlichkeit von
3 % defekt. Wie viele defekte Bauteile sind in einem Karton zu erwarten?

E(X)=nlp =5000,03 =1,5

In einem Karton sind durchschnittlich 1,5 defekte Bauteile zu erwarten.
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