2. Gleichungen

2.1 Gleichungstypen: Ubersicht

Typ1 Typ 2
Gleichung 1. Grades A=
(linear) (S. 26) 2x=4=0
Gleichung 2. Grades >, 2
(quadratisch) (S. 26) 2% -4=0 2x"—4x=0
Gleichung 3. Grades 5, 54
(S. 26) 2x° =4 =0 2x’ —4x =0
Gleichung 4. Grades b b
(S. 26) 2x"=4=0 2x"—=4x =0
Exponentialgleichung X _ 2x-1 _ 2 x _
(S. 26) e =0,5 oder e =0,5 2e e =0
Sinusgleichung . =05
S. 30) sin(x) =0,
Kosinusgleichung =05
(S. 30) cos(x) =0,
umformbar auf Alle Summanden
x enthalten mindestens
. x (bzw. e¢*/sin(x)/ cos(x)).
Merkmal % . Kein Summand besteht
. IR Gk nur aus einer ,,Zahl*,
e oder e’ ; )
sin(x) Somit kann ,,etwas mit x*
cos(x) ausgeklammert werden.
Gegenoperation
J, (evtl.) Ausklammern;
Losungsvorgehen 3 Satz vom Nullprodukt
In (S. 32)
sin”"
cos”™!

Abkiirzung : ... steht fiir eine Zahl.




Typ 3 Typ 4 Bruchgleichung

3x* —6x _
x—2

0

x*—8x+15=0

Kein eigener
Gleichungstyp:

,2Durchmultiplizieren*
X =82 +15 =0 mit dem Hauptnenner
fiihrt stets auf einen

der Gleichungstypen
1 bis 4.
(S.31)

e =8¢* +15=0

umformbar auf O A S it
X+ x+..=0

Substitution fiihrt auf

Wttt aut..=0;

abc- bzw. pq - Formel T

Riicksubstitution

Bemerkung: Eine Gleichung, die keinem dieser Gleichungstypen zuordenbar ist, kann
meist nicht ,,von Hand* gelost werden.



2.2 Gleichungstypen: Konkretes Losungsvorgehen

1. Polynomgleichungen

Typ1 Typ2 Typ3
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt abc- bzw. pq - Formel
2x-4 =0 |H4
2x =4 |:2
x=2
23 -4 =0 |H 2x* —4x =0 x> -8x+15 =0
2x* = x U (2x—4) =0 mit abce - Formel:
=2 |V S. v.SN311211pr. (a=1; b=-8; ¢ =15)
x =v2=1,41 _ 532 _ _—b b —4ac
x, =0 2x-4 =0 L, E—————
X, == 2:_1,41 2x =4 2a
2
_8x2
2
x =5 x,=3
oder mit pq - Formel:
2
__Pr 14
X, =——=x /| = —
1/2 2 (2) q
(Bei dieser Formel muss
vor dem x° stets eine
+1 stehen!)
2x*—4=0 2%’ —4x =0
26° =4 x 022 -4) =0
£=2 [ S. v. Nullpr.
x =32 x=0  2x*-4=0
x =1,26 2x*=4
X =2 N
x, =2 =1,41
x,=—/2=-1,41




Typ1 Typ 2 Typ 4
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt Substzltutlon vt
el tout..=0
2x* -4 =0 | +4 2x*-4x =0 x-8x*+15=0
2624 12| p(20-4)=0
=2 ¥ S.v. Nullpr. Substitution :(x* =1’ x* =u)
x =32 =119 =0 2x' -4 =0 u’ —8u+15=0
x,==Y2=-119 2x° =4 _8++/82-415
s u,,, =—————— (abc-Formel)
x =2 2
x. =32 _8%2
X =2—=
=1,26 2
% u, =5; u,=3
Riicksubstitution :
x'=5 x*=3
x =+/5=2,34 x,=3=1,73
x,==/5=234 x==B=-73
2. Exponentialgleichungen
Typ1 Typ 2 Typ 4
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt Substzltutlon [ilin 7
Wl +out..=0
e =0,5 | In 2¢* —e¢* =0 e —8e* +15=0
x =1n(0,5) e 0Qe -1)=0 s
x =-0,69 S. v. Nullpr. Suis_tntt;tmr: "
e'=0 2¢"-1=0 (e —us € _”)
oder X :111(0) ex:O,S M2 -8u +15 =0
- keine Losung  x =1In(0,5) y = 8+/8>—405 (abe-F.)
e =0,5 |In x =-0,69 12 = ) .
2x-1=In(0,5) [|+1 8+2
2x=1In(0,5) +1 |:2 B
len(0,5)+1 u =5; u,=3
2
x=0,153 Riicksubstitution :
e' =5 e' =3
x, =In(5)=1,6 x, =In(3) =11




3. Trigonometrische Gleichungen

Vorgehen und Erklarung am Beispiel

Sinusgleichung Kosinusgleichung
sin(x) =0,5 cos(x)=0,5

1.Schritt : x, durch WTR (Einstellung: rad)

sin(x) =0,5 |sin™! cos(x)=0,5 |cos™
x =sin"'(0,5) x=cos'(0,5)
1
x]:ln:(),Sz xlzgﬂzl’()s

2.Schritt : x, aus x, berechnen

x,=m—x, =n—0,52=2,62 x, =2m—x, =2 —1,05 =5,23

Erklidrung

In den unten stehenden Koordinatensystemen werden die Gleichungen sin(x) =0,5 und
cos(x) =0,5 veranschaulicht.

Jeder x-Wert, welcher eine Losung der Gleichung sin(x) = 0,5 darstellt, muss bei der
Kurve zu einem Punkt mit y-Wert 0,5 fithren. Bei x, = 0,52, der ersten Losung der
Gleichung, erreicht die Kurve einen Punkt mit diesem y-Wert. Bevor die Kurve bei x = 77
die x-Achse durchquert, erreicht es jedoch abermals, beim gesuchten x-Wert x,,

einen Punkt mit dem y-Wert 0,5.

Aufgrund der Achsensymmetrie des Schaubildes muss der Abstand zwischen x, und 77
dem Abstand zwischen 0 und x, entsprechen und damit x, bzw. 0,52 betragen.

Hierdurch kann x, errechnet werden: x, =7 —x, =z —0,52 =2,62.

Im Unterschied hierzu fiihrt die Achsensymmetrie des Schaubildes der Kosinusfunktion
dazu, dass x, errechnet werden kann, indem x, von 277 subtrahiert wird: x, =27 —x,.

PUR— v/ S— 'S < 2T >
2 0,52
03 > 1,03, 105
ENDARN Pan ! /7
N ! \ !
il "~ !
X i X
102 [i3\[a]s5s 0 N2 | 3] 4 /5] 6 |
1
4,5 0,5 1
// | N,
\ / \ )/
1 H
x, =0,52 x,=2,62 x, =1,05 x,=5,23

(7-0,52) (21-1,05)




3. Schritt : Weitere Losungen der Gleichung berechnen

x=0,52+102m x=0,52+202m ...
und
x=2,62+12m x=2,62+20r7 ..

x=1,05+x102m x=1,05+202m ..
und
x=523+x12m x=5,23+x202rm, ...

Erklarung (Am Beispiel: sin(x) =0,5)

Das Schaubild einer Sinus- oder Kosinusfunktion besitzt eine Periodenlidnge von 277
(=6,3). Nach dem Durchlaufen einer Periode wiederholt sich stets ihr Ablauf.

Die Sinuskurve erreicht beim x-Wert von 0,52 einen Punkt mit y-Wert 0,5.

Eine Periode ,,spiter, beim x-Wert von 0,52 +1[277 (= 6,8) erreicht die Kurve jedoch

ebenfalls einen Punkt mit diesen y-Wert.

Ebenso gelangt man zu einer weiteren Losung, indem man beispielsweise 4 Perioden-
langen subtrahiert und beim x-Wert 0,52 —4 [277= 24,61 landet.

Insgesamt gesehen erhilt man aus den beiden Basislosungen x, = 0,52 und x, =2,62 alle
weiteren Losungen, indem man zu diesen schlicht eine beliebige Anzahl von Perioden-

langen (277) addiert oder subtrahiert.
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Konkretes Losungsvorgehen bei trigonometrischen Gleichungen

Das Vorgehen zur Losung von Sinus- und Kosinusgleichungen erfolgt weitgehend analog.
Ein grundsitzlicher Unterschied besteht lediglich im 2. Schritt bei der Berechung von x,.

Deshalb werden hier die verschiedenen Gleichungstypen nur anhand von Sinus-
gleichungen dargestellt.

Sinusgleichung Kosinusgleichung
Typ1 Typ1
Gegenoperation Gegenoperation
sin(x)=0,5 |sin™ cos(x)=0,5 |cos™
x=sin"'(0,5) x =cos'(0,5)
1
X, =—7T (WIR X, =—7TT (WTR)
et T 5 3 1 s
x2=7T—x1=lT—g 7T=g n X, =2Im—x, =2mM—— M==— 71T
weitere Losungen: weitere Losungen:
x=éntl[27z x=é =202 7. x:§ﬂilf27'£ x:% 202 o o...
und und
5 5 5 5
x=gﬂi1[27z ng 202 oo x=§ﬂ11[27'£ ng =20 7 ...

Einziger Unterschied
Sinusgleichung:  x, =7 —x,

Kosinusgleichung: x, =27 —x,

Hinweis : Bei Kosinusgleichungen ebenfalls moglich: x, =— x;,




4. Bruchgleichungen

Beispiel 1 Beispiel 2
3x” —6x x+1_ —x
=0 - =
x=2 x  x-1
1. Definitionsmenge bestimmen (,,Nenner =0*) 1. Definitionsmenge bestimmen
x=2=0 |+2 x=0 bzw. x-1=0 |+l
x=2 x =1
D=R \{2} (alle reellen Zahlen auBer 2) D=R \{0; }
2. Losen der Gleichung 2. Losen der Gleichung
3x’ —6x x+l _ —x
= - — =— |Ox-1
) 0 |Wx-2) . 1 Wx -1
3xr-6x =0 (x+DWx-D =—=x
x[B3x-6) =0 K-l =—=x" |+l +x]
S. v. Nullpr. 2x* =
x, =0 3x-6 =0 | +6 xzzllf
3x =6 |:2
% =2 X, = J_r\/I = 0,707
3. Losungsmenge notieren 2
L= { q 3. Losungsmenge notieren
(x, =2 nicht, da nicht in D) L=l \F _ \F
2’\2
Hinweise

o ,,Durchmultiplizieren* mit dem Hauptnenner fiihrt stets auf einen der bekannten
Gleichungstypen 1 bis 4. Deshalb stellen Bruchgleichungen selbst auch keinen ,,eigenen
Gleichungstyp* dar.

« x-Werte, welche im Nennerterm der Ausgangsgleichung zu einem Wert von 0 fiihren,
gehoren nicht zur Definitionsmenge der Gleichung und diirfen damit nicht in diese
eingesetzt werden (da man sonst durch O teilen wiirde). Ein solcher x-Wert kann demnach
auch nicht Losung der Gleichung sein (sieche Beispiel 1).

« Die Uberpriifung der Losung (3. Schritt)

Bruchgleichungen
ist nicht relevant fiir das Abitur.

Eine Nullstelle des Nenners
kann nicht Losung sein.



2.3 Goldene Regeln zum Losen von Gleichungen

1. Regel: Der Satz vom Nullprodukt als wichtiges Werkzeug

« Wozu?
Eine schwierige Gleichung kann hiermit in zwei (oder mehr) einfache Gleichungen zerlegt
werden.

« Beispiel : eyt — 2x* =0 (schwierige Gleichung)
X 0 (¢67-2) =0
S. v. Nullpr.

(einfache Gl.) (einfache Gl.)
=0 |V ¥ =2=0 | 42
X, =0 e =2 [In

2x =In(2) |2

In(2)

X, = 5
« Wann anwendbar?

Wenn eine Gleichung in der Form: Faktor 1 [Faktor2 [1.. =0 gegeben ist, oder
durch Ausklammern auf diese Form gebracht werden kann. Die Gleichung sollte also
insbesondere kein Absolutglied (,,keine Zahl ohne x*) enthalten.

. Mischgleichungen* wie e*x’ —2x* =0, die beispielsweise sowohl Polynombausteine
(x*) als auch Exponentialbausteine (¢*) enthalten, konnen in der Regel nur tiber den
Satz vom Nullprodukt von Hand gelost werden.

« Weshalb gilt der Satz vom Nullprodukt?

Wenn zwei Zahlen multipliziert werden, sodass das Ergebnis die Zahl 0 ist, kann dies nur
gelingen, wenn die eine oder die andere der beiden Zahlen selbst O ist.

(Oder haben Sie ein Gegenbeispiel?)

Ubertragen auf die obige Gleichung x* [{e** —2) =0 kann das Produkt aus x* und (¢** —2)
nur dann zu 0 werden, wenn entweder x> oder (¢** —2) den Wert 0 annimmt. Deshalb
werden alle x-Werte berechnet, die mindestens einen dieser beiden Faktoren zu 0 machen.



2. Regel: Das Teilen durch x ist VERBOTEN

« Falsch: 4x*=x |:x
4x =1 |- 4
x=0,25

« Grund : x, =0 ist eine weitere Losung dieser Gleichung (Probe!), diese ging jedoch im
Losungsvorgang ,,verloren®, da durch x geteilt wurde.

« Stattdessen: Satz vom Nullprodukt

4x*=x | —x
4x* —x =0
X D(4x—l) =0
S. v. Nullpr.
x =0 4x-1=0 |+l
dx=1 |:4
x,=0,25

« Bemerkung: Hingegen ist das Teilen durch ¢* erlaubt (da e* # 0).

3. Regel: Gleichungen mit einem Parameter

« Eine Gleichung 16st man immer nach der Variablen (x) auf, niemals nach dem
Parameter (7).

o Der Parameter wird hingegen wie eine Zahl behandelt.

» Zu welchem Typ eine Gleichung gehort, hingt nur von der Variablen, nicht vom

Parameter ab. Beispiel: > —* Hin(x) +1 =0 - Trigonometrische Gleichung!
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