4. Gegenseitige Lage
4.1 Ebene-Gerade
Moglichkeiten fiir die gegenseitige Lage

Gerade und Ebene schneiden Gerade liegt in Gerade und Ebene
sich in einem Punkt. der Ebene. sind parallel.
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1. Fall: Ebenengleichung in Koordinatenform
- (1 0
Beispiel: E:—x, +3x, +2x; =3 und g:x=|2 |+ 1
3 2
Schritt 1: Geradenvektor x als Komponenten (x,,x, und x;) darstellen
(,»allgemeiner Geradenpunkt).
x =L x, =2+ x, =342t - P (1|2 +|3 +21)
Schritt 2: Einsetzen in die Koordinatengleichung. Auflosen.
X 13, +2x, =3 o "I HBRH) 2B+ =3 =1 =2
Schritt 3: Interpretation anhand der nachfolgenden Ubersicht.
ZB.t=-2 Z.B. 0=0 (wahre Z.B. 0 =1 (falsche
Aussage, t ,,.fillt raus®) Aussage, ¢ ,,fillt raus®)
Gleichung hat Gleichung hat unendlich Gleichung hat
eindeutige Losung. viele Losungen. keine Losung.
Gerade und Ebene schneiden Gerade liegt in Gerade und Ebene sind
sich in einem Punkt S. der Ebene. parallel.

Schritt 4 (bei ,,schneiden sich®): Schnittpunkt bestimmen durch Einsetzen in Geradengl..

., (1 0 1
Einsetzen von t=-2: OS =[2] -2 Fél] =[0] —»S(lIOI —1)
3 2 -1

,»Abkiirzung‘: Stehen Normalenvektor und Richtungsvektor senkrecht aufeinander
(Skalarprodukt=0), so sind Ebene und Gerade entweder parallel oder die Gerade liegt in
der Ebene. Eine Punktprobe klirt auf.



2. Fall: Ebenengleichung in Parameterform

- 1 -1 3 L (2 2
Beispiel: E:x=| 2 |+r[03|+sD0 | und g:x=|7[+¢t[I5
2 0 =2 1 -1

Tipp: Umgehen Sie das nachfolgende Verfahren, indem Sie die Ebenengleichung
in Koordinatenform umwandeln und dann wie im 1. Fall vorgehen.

Schritt 1: Gleichsetzen.

245084043

Schritt 2: LGS in 7, s und ¢ ordnen.

1 —r+3s=2+2¢ - +3s 2t =1 (1)
—2-3r =745t < =3r St =9 (2)
2 —2s=1-t -2s +t =-1 (3)

Schritt 3: Durch Gau3-Verfahren umformen.

-1 3 =211 -1 3 =21 -1 3 =2 1 o =
-3 0 5|9 |~|0 3 -1/3|=2|~|0 3 -1/3]| =2 = s=-1
0 =2 1 |-l 0 =2 1 -1 0 0 7/6|-7/2) = t=

Schritt 4: Interpretation anhand der nachfolgenden Ubersicht.

0 . . . O . . . 0 . . .
0 0 #0 . 0 0 0j0 0 0 0|%0
LGS hat eindeutige Losung. LGS hat unendlich LGS hat keine Losung.
viele Losungen.
Gerade und Ebene schneiden Gerade liegt in Gerade und Ebene
sich in einem Punkt S. der Ebene. sind parallel.

E und g schneiden sich also in einem Punkt.

Schritt 5 (bei ,,schneiden sich®): Schnittpunkt bestimmen durch Einsetzen in Geradengl..

) 2) (4
Einsetzenvon t=-3:  OS {7} —3%5}{—8} ~S( 4| 84)
4

1 -1




4.2 Ebene-Ebene
Moglichkeiten fiir die gegenseitige Lage

Ebenen schneiden sich

Ebenen sind
in einer Schnittgeraden.

Ebenen sind

identisch. parallel.
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1. Fall: Eine Ebenengleichung in Parameterform, eine in Koordinatenform

S (15 2 -1
Beispiel: E:x={0}+r[§5}+sﬂé0} und F:3x +4x, —2x, =13
3 0 5

Schritt 1: Ebenenvektor x als Komponenten (x,,x, und x,) darstellen
(,,allgemeiner Ebenenpunkt‘).

x, =15+2r—-s; x, =5r; x, =3 +5s P(15 +2r =s|5r|3 +5s)

Schritt 2: Einsetzen in die Koordinatengleichung. Umformen.

3x,+4x, -2x;, =13 = 3MU5+2r-s)+4 Br -2 [B +55) =13 = 2r =s =2

Schritt 3: Interpretation anhand der nachfolgenden Ubersicht.

ZB.2r-s=-2 ZB.0=0 ZB.0=1
(Gleichung enthiilt (wahre Aussage, (falsche Aussage,
Parameter) Parameter ,,fallen raus*) Parameter ,,fallen raus)
Ebenen schneiden sich Ebenen sind identisch. Ebenen sind parallel.
in einer Geraden.

E und F schneiden sich also in einer Geraden.

Schritt 4 (bei ,,schneiden sich*): Gleichung der Schnittgeraden bestimmen.

Gleichung nach einem Parameter aufldsen: s =2r +2. Einsetzen in Parametergleichung:

L (15 2 -1 L (13 0
x=| 0 |+r{I5|+2r+2)10 = g:x=| 0 |+r 5 | (Schnittgerade)
3 0 5 13 10

,»Abkiirzung‘: Stehen Normalenvektor und beide Spannvektoren senkrecht aufeinander
(Skalarprodukt=0), so sind die Ebenen entweder parallel oder identisch.
Eine Punktprobe klirt auf.




2. Fall: Beide Ebenengleichungen in Koordinatenform

Beispiel: E:x +3x, +2x, =5 und F:x +2x, +3x; =2

Schritt 1: Die beiden Ebenengleichungen als LGS auffassen.

X, +3x, +2x, =5
X +2x, +3x, =2

Schritt 2: Durch Gaul3-Verfahren ,.,in Richtung* untere Dreiecksform umformen.

1 3 2|5
12 3|2

1 3 2|5
01 -1]-3

Schritt 3: Interpretation anhand der nachfolgenden Ubersicht.

(Da nur 2 Gleichungen aber 3 Unbekannte vorliegen, ist LGS niemals eindeutig 16sbar.)

(0#0--} [0000] (000#0}
LGS hat unendlich LGS hat unendlich LGS hat
viele Losungen, ein viele Losungen, zwei keine Losung.
Parameter ist frei wihlbar. Parameter sind frei wéhlbar.
Ebenen schneiden sich Ebenen sind identisch. Ebenen sind parallel.

in einer Geraden.

E und F schneiden sich also in einer Geraden.

Schritt 4 (bei ,,schneiden sich®): Gleichung der Schnittgeraden bestimmen.

In Gleichung (2) x, =t setzen: x,—x;, =3 < x,—t=3 < x, =t -3

In Gleichung (1) einsetzen: x, +3x, +2x, =5 < x, ¥3[( 3) 2 l=5 <x =5t #

L [—5t+4 4 -5
In Vektorform notieren und sortieren: g:x=| -3 |=| 3|+ [J1 | (Schnittgerade)
t 0 1

»»Abkiirzung: Sind die beiden Normalenvektoren Vielfache voneinander, so sind die
Ebenen entweder parallel oder identisch. Eine Punktprobe klirt auf.




3. Fall: Beide Ebenengleichungen in Parameterform

L (2 1 1 - (3 0 -4
Beispiel: E:x={4 [+r[12 |+s[0-1|und F:x=| 5 [+¢t[P2|+u ] 7
1 3 5 12 -6 -10

Tipp: Umgehen Sie das nachfolgende Verfahren unbedingt, indem Sie eine der beiden
Ebenengleichungen in Koordinatenform umwandeln und dann wie im 1. Fall vorgehen.

Schritt 1: Gleichsetzen.

Bta) )~ )

Schritt 2: LGS in 7, s,  und u ordnen.

2+r +s =3 —4u ro+s +4u =1 (1)
4-2r—-s =5-2t +7u = 2r-s 2t -Tu = (2)
1+3r+5s =12 =61 —10u 3r+5s+6t +10u=11 (3)

Schritt 3: Durch GauB3-Verfahren ,,in Richtung* untere Dreiecksform umformen.

1 1 0 4|1 1 1 0 4|1 1 1 0 41
-2 -1 2 -7T|1|~0 1 2 1|3|~/01 2 1|3
35 6 10|11 0 2 -6 2|8 00 -2 4|2

Schritt 4: Interpretation anhand der nachfolgenden Ubersicht.

(Da nur 3 Gleichungen aber 4 Unbekannte vorliegen, ist LGS niemals eindeutig 16sbar.)

0 o o ofe 0 o o ofe 0 o o of o
0 0 #0 |« 00 0 00 0 0 0 0|#0
LGS hat unendlich viele LGS hat unendlich viele LGS hat keine Losung.
Losungen, ein Parameter Losungen, zwei Parameter
ist frei wihlbar. sind frei wihlbar.
Ebenen schneiden sich Ebenen sind identisch. Ebenen sind parallel.
in einer Geraden.

E und F schneiden sich also in einer Geraden.

Schritt 5 (bei ,,schneiden sich®): Gleichung der Schnittgeraden bestimmen.

Gleichung (3): —2¢ +4u = -2 wird nach ¢ aufgelost: # =2u +1. Einsetzen.

L (3 0 -4 L (3 —4
x=| 5 (+Qu+h) P2 (+u D 7 < g:x 3 3|+u U3 | (Schnittgerade)
12 -6 -10 6 —22
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