3.4 Monotonie

(Vereinfachte) Definition Beispiel

Gilt am x-Wert: x, Einzunehmende Perspektive:
| Sie sehen von der Seite auf das Minnchen,

welches ein hiigeliges Gelidnde durchliuft.
v v Das Gelédnde sehen Sie im Profil.
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,,Normale* Monotonie by /
Die Funktion ist nicht (iiberall) streng monoton steigend, 2
jedoch (iiberall) monoton steigend. 1 /
Unterschied zwischen ,,normaler* und strenger Monotonie? x|
Bei normaler Monotonie sind auch Stellen, an welchen das 119 11237
Schaubild die Steigung 0 besitzt, erlaubt. /

f'(x,)=0 - monoton steigend

/
f'(x,)<0 - monoton fallend Steigung 0 bei x =1



3.5 Kriimmung

(Vereinfachte) Definition

Beispiel

Gilt am x-Wert: x,

\4

Fe>]  [Fe=]

so nennt man das

Schaubild hier
Y A 4
links - rechts -
gekriimmt gekrilmmt
Fahrradfahrer Fahrradfahrer
lehnt sich nach lehnt sich nach
links rechts

Einzunehmende Perspektive:

Sie sehen von oben (Vogelperspektive)
auf den Fahrradfahrer, welcher eine kurvige
Stra3e durchfihrt und sich hierbei zunichst
nach rechts, dann nach links lehnt.

“V I
\J
ol
/ o\ l £
A /
) )
o o 7
3 /21110 2131 4
AREENE R\
(57°
/
/
rechtsgekriimmt linksgekriimmt
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f7(x) negativ = rechtsgekriimmt
(f(x) positiv = linksgekriimmt)




3.6 Extrempunkte (Hochpunkte und Tiefpunkte)

Vorgehen zur Ermittlung von Hoch- und Tiefpunkten (am Beispiel)

1.Schritt: f'(x)=0
Stellen mit waagrechter Tangente
(Steigung von 0) ermitteln.

f(x)= é)f —%xz -2x +%1 (Beispiel)

fl(x)y=x"-x-2
f(x)=2x-1

fl(x)=0
xX*=x-2 =0
_ (=D (=)’ -4 T0-2)
X =
20
_ 14148 _1%3
2 2
=>x=-1; x,=2

2.Schritt: Einsetzenin f'(x)

f(x)<0 Hochpunkt
Falls 5 ° , liegty .
f'(x)>0 Tiefpunkt

Vor.

—>H
—>T

f'(-D=20-)-1=3 <0
f'@=22-1=3 >0

3.Schritt : Einsetzenin f(x)

y-Koordinaten der Hoch- bzw.
Tiefpunkte bestimmen.

FEDEIT T 2T
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=3 -~ H(-1]3)

e 11
f) —3[2 2[2 2[2+6

=-1,5 - T(2]-1,5)

Alternative zum 2. Schritt : Untersuchung auf Vorzeichenwechsel

Hat f" eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, dann hat das Schaubild von f hier

einen Extrempunkt.

Bei einem Vorzeichenwechsel von {

z.B.beix, =2:
ff=rr-1-2=-2 <0
f'3)=3"-3-2=4 >0
VZW von — nach +

= somit Tiefpunkt

—nach +

Hochpunkt

liegt ein §
Tiefpunkt




3.7 Wendepunkte

Vorgehen zur Ermittlung von Wendepunkten (am Beispiel)

1.Schritt: f'(x)=0
Stellen ,,ohne Kriimmung** ermitteln.

1, 1, 11 o
==X —=x —2x+— Beispiel
f(x) 3% pF Tt (Beispiel)

fl(x)=x"-x-2
f'(x)=2x-1
frx)=2
f'(x)=0
2x-1=0 |+1
2x =1 -2
x =0,5

2.Schritt : Einsetzenin f" (x)
Wendepunkt, falls f* (x) # 0.

£10,5=2 #£0 - W

3.Schritt : Einsetzenin f(x)

y-Koordinaten der Wendepunkte
bestimmen.

£(0,5) =%[@,53 —% 0,5°-20,5 A

=0,75 - W(0,5]0,75)

Alternative zum 2. Schritt : Untersuchung auf Vorzeichenwechsel

Hat f* eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, dann hat das Schaubild von f

hier einen Wendepunkt.
am Beispiel: x =0,5:
f0=20-1=-1 <0
ffm=20-1=1 >0
VZW

=> somit Wendepunkt
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» Als Wendetangente wird eine Tangente bezeichnet, welche das Schaubild im Wende-
punkt beriihrt. Die Wendenormale steht senkrecht zur Wendetangente und verliuft

ebenfalls durch den Wendepunkt.

» An einer Wendestelle hat das Schaubild entweder die grofite oder die kleinste Steigung.
Das Schaubild von f” hat hier deshalb entweder einen Hochpunkt oder einen Tiefpunkt.



3.8 Sattelpunkte

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit
waagrechter Tangente, also mit einer Steigung
von 0.

Somit hat ein Sattelpunkt neben den Eigenschaften
eines Wendepunktes ( f'(x)=0und f"(x)# 0)
noch die zusiitzliche Eigenschaft f'(x) = 0.

Eselsbriicke
Sattelpunkt
S Sattel
~Na

Pferd

Vorgehen zur Ermittlung von Sattelpunkten (am Beispiel)

(1. bis 3. Schritt: Ebenso wie bei der Ermittlung von Wendepunkten)

1.Schritt: f'(x)=0

Stellen ,,ohne Kriimmung* ermitteln.

f(x) =ix4 —§x3 +2 (Beispiel)
flo=x-2x
f'(x)=3x" —4x
ff(x)=6x-4
f(x)=0
3x*—4x=0
x[3x—-4) =0
S. v. Nullpr.
x, =0 3x-4=0
3x=4
_4
X, 3

2.Schritt: Einsetzenin f" (x)
Wendepunkt, falls f"(x) # 0.

f'0) =60-4=-4 #£0 - W

f'(ij:6E-l4-—4:4 £0 - W
3 3

1 2
3.Schritt : Einsetzen in f(x) [ =Z o* —5 0 +2=2 - W(O | 2)
y-Koordinaten der Wendepunkte 4 3
bestimmen. f(ij -1 [éi) _2 [éij +2 =28 N W(i |§j
3) 43 33 81 3 81
(4. Schritt: Zusétzlich)
4.Schritt : Gilt f'(x)=0? F(0)=0° -2 =0 - S(0]2)

In diesem Fall liegt ein Sattelpunkt
vor. Ansonsten handelt es sich um
einen ,,gewohnlichen* Wendepunkt.
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Im Koordinatensystem finden Sie das Schaubild der

—
L

Funktion f mit f(x) = %x“ —§x3 +2

1

und den berechneten Sattelpunkt. S

Jeder Sattelpunkt ist auch ein Wendepunkt,
aber nicht jeder Wendepunkt ist auch ein Sattelpunkt!



Beispiel : Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =0,25x* —2x" +4x* —1.
a) Berechnen Sie den Schnittpunkt des Schaubildes mit der y-Achse.

b) Berechnen Sie die Koordinaten der Extrempunkte.

¢) Berechnen Sie die Koordinaten der Wendepunkte.

d) Berechnen Sie die Gleichung einer Wendetangente.

Losung
a) Ansatz: £(0)=0,250*-20° +4 0* -1
=-1 - S,0]-1)

b) f(x)=0,25x" —-2x° +4x* -1
f'(x)=x’ —6x" +8x
f'(x)=3x"-12x +8

1. Schritt: f'(x)=0
X =6x*+8x =0
x0(x*-6x+8) =0

S. v. Nullpr.
x, =0 x* =6x+8 =0

_ (-6 £J(-6) -4 B

23 T 20
_6+436-32 _6=%2
_6 2 ’ 2

xZ—T—Z,

xg=ﬂ=4

’ 2

2. Schritt:

f1(0)=30*-120+8 =8 >0 ST
ff()=32"-122+8=4 <0 - H
f'(4)=3@"-123+8 =8 >0 ST

3. Schritt:

£(0)=0,250*-20° +4 0> -1=-1 - T(O| )
f(2)=0,252"-22° +42* -1 =3 - H(2|3)
f(4)=0,25@3"-2[@° +4@° -1 =- - T@4| )



¢) 1. Schritt: f'(x) =0

3x*-12x+8 =0
_—(-12)+4/(-12) -4 BR _12++/48

X = 203 - 6
X, :% 20’85’

+
X, :M =3.15

6
2. Schritt:
ff(x)=6x-12

£7(0,85)=60,85-12=-6,9 #0 — W
f"3,15)=63,15-12=6,9 #0 - W

3. Schritt:
£(0,85)=0,25[0,85* -20,85’ +4 0,85 =1 =0,79 - W, (0,85]0,79)
(3,15 =0,253,15* -23,15° +4 3,15* -1 =0,79 - W, (3,15]0,79)

d) Berechnung der Wendetangente in W,(0,85]0,79):

1. Schritt: W,(0,85]0,79) (Beriihrpunkt)

2. Schritt: Tangentensteigung berechnen
£'(0,85)=0,85" 60,85 +8 [0,85 =3,08 (=m,)

3. Schritt: Tangentengleichung berechnen
y=m I +b
0,79 =3,08 [0,85+b
0,79=2,62+b | 2,62
-1,83 =b
=> Tangente: y =3,08x —1,83
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