3. Differenzialrechnung

3.1 Ableitungsregeln

Nr. Beispiel

Vorgehen

Elementarregeln

fx) =x
fl(x)=50"" =5x*

flx) =x
fl(x)=203"=2x
flx) =x
f=13°=10=1

1
x2

—_ 2
=X

fx) =
2

fo=20" =5

f(x) =Jx =x?
_L
f= B ==

20

1 1

Lo/

f ( x) — xExpanenl
f'(x) = Exponent xEPoment!

(Potenzregel)

Vor dem Ableiten

1 _
—=x

n

1
Jx=x

, |0 =e
fo=e

Abschreiben

£ =In(x)
Fio =t
X

,,In den Nenner‘

f(x) =sin(x)
f'(x) =cos(x)

sin

J(x) =cos(x)
J'(x) = =sin(x)

—sin

(ImUhrzeigersinn!)




Nr. Beispiel Vorgehen
Vorgehensregeln
6 f(x) =307 . Zahlen* mit Ooder : ,bleiben*
f'(x)=3Rx=6x (Faktorregel)
S =x"+2 . N
7 () =2x »Zahlen™ mit + oder — ,,verschwinden
., + und — Zeichen unterteilen die Funktion
8 () =x" = dx in Teilfunktionen, welche einzeln abgeleitet werden
f'(x)=2x -4
(Summenregel)

Hinweis : Ableiten bei Funktionenscharen
Der Parameter ¢ wird beim Ableiten wie eine Zahl und nicht wie die Variable x
behandelt.
Beispiel: f(x) = 2x +t
fl(x)=3%"

Produktregel

f(x) =x*Bin(x) F(x) =u(x) O(x)
S fO=d@ 0 vx + w® OV
() =2x Bin(x) +.* [dos(x) Ableiten UAbschreiben + Abschreiben UAbleiten

Aber: Die Produktregel nur dann anwenden, wenn zwei Faktoren, die beide x enthalten,
miteinander multipliziert werden.

f(x) =3x +sin(x) f(x) =3Ein(x) f(x) =3xEin(x)
f'(x)=3 +cos(x) f'(x) =3 [dos(x) f'(x) =3 Ein(x) +3x [dos(x)
(Keine Produktregel, (Produktregel unnotig, (Produktregel)

da keine Multiplikation) Faktor 3 enthdilt kein x)



Nr. Beispiel Vorgehen
Anwendungen der Kettenregel
fx) =(2x+3)°
fo=502x+3)' 2
=10[{2x +3)’
10 f(x) - W fx) = (Klammerinhalt)Exﬂ{mem
X + onent—.
= f'(x) = Exponent EQKlammerinhalt)ExP - UKlammerinhalt
= ( ¥ +3) abgeleitet
f=-50x +3)" 2x
__ 10x
(2x+3)°
— ,2x43 — Exponent
11 fI(X) 6‘2)(+3 f(X) eEx onent
flo=e" 12 f(x)=e""P CExponent abgeleitet
f(x) =In(2x +3) f(x) =In(Klammerinhalt)
12 1 1
"(x) = "(X)=——[KI inhalt abgeleitet
f(x) P— f'(x) PTI—— ammerinhalt abgeleite
5 f(x) =sin (2x +3) f(x) =sin(Klammerinhalt)
f'(x)=cos (2x +3) 2 f'(x) = cos(Klammerinhalt) (Klammerinhalt abgeleitet
A f(x) =cos (2x +3) f(x) =cos(Klammerinhalt)

f'(x)==sin(2x+3) 2

f'(x) = =sin( Klammerinhalt) [Klammerinhalt abgeleitet

Die allgemeine Kettenregel, aus welcher sich die Regeln 10-14 ergeben, lautet:

[ = u(v) - )= u(vw)

O vix)

Aufere Abl. Ulnnere Abl.




3.2 Tangente und Normale

1. Aufgabentyp

Gegeben ist die Funktion £ mit f(x) = x> +0,5.

In x =1 wird eine Tangente an das Schaubild
angelegt. Berechnen Sie deren Gleichung.
In x =1 wird eine Normale an das Schaubild
angelegt. Berechnen Sie deren Gleichung.
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Tangente im Kurvenpunkt
(geg. f(x) und x-Wert des Kurvenpunktes)

Normale im Kurvenpunkt
(geg. f(x) und x-Wert des Kurvenpunktes)

Vorgehen

1. y - Wert des Kurvenpunktes berechnen
f)=17+0,5=15 - P(1]L5)

2. Tangentensteigung berechnen
S =2x
fm=20=2 (=m)

3. Tangentengleichung berechnen

y=mlE+b

L5=20+b

L5=2+b |2
-0,5=b

= Tangente: y =2x-0,5

(Altemativ mit: j
y=f'(w) Wx —u) + f(u)

Vorgehen

1. y - Wert des Kurvenpunktes berechnen
f=17+0,5=1 - P(1]L5)

2. Tangentensteigung berechnen
f'(x)=2x
fih=20=2 (=m,)

3. Normalensteigung berechnen

(senkrecht zu m, — neg. Kehrwert)

1
2

m =

n

-L =-0,5
m!

4. Normalengleichung berechnen

y=m[X+b
,5=-0,50+b
L5=-0,5+b |+0,5
2=b

= Normale: y = —0,5x +2

Alternativ mit:

L

y=-




2. Aufgabentyp

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x> +0,5.

Es gibt eine Tangente an das Schaubild,
welche die Steigung 2 besitzt.
Berechnen Sie deren Gleichung.

Es gibt eine Normale an das Schaubild,
welche die Steigung 2 besitzt.
Berechnen Sie deren Gleichung.
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Tangente mit gegebener Steigung
(geg. f(x) und Steigung der Tangente)

Normale mit gegebener Steigung
(geg. f(x) und Steigung der Normale)

Vorgehen

1. f'(x) = m, liefert x - Wert des
Kurvenpunktes
fl(x)=2x
£ =m,
2x =2
x =1

(An dieser Stelle hat die Parabel die
gegebene Steigung.)

2. y- Wert des Kurvenpunktes berechnen
fM=1+05=15 -B(1/15)

3. Tangentengleichung berechnen

y=m [X+b
L,5=20+b
L5=2+b |2
-0,5=b

= Tangente: y =2x —0,5

Vorgehen

1.Zu m, senkrechte Steigung berechnen

m=- =-0,5

N | =

1
m}’l

2. f'(x) = m liefert x - Wert des
Kurvenpunktes

fl(x)=2x
f'(x) =m
2x =-0,5
x =-0,25

(An dieser Stelle hat die Parabel die
Steigung —0,5 und ist damit senkrecht
zur gesuchten Normalen.)

3. y- Wert des Kurvenpunktes berechnen

£(=0,25) =(-0,25)> +0,5 =0,5625
- P(-0,25]0,5625)

4. Normalengleichung berechnen

y=m I+b
0,5625=210(-0,25) +b
0,5625 =-0,5+b | 40,5
1,0625 =b

= Normale: y = 2x +1,0625




3. Aufgabentyp

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x°.
Zwei Tangenten an die Parabel verlaufen
durch den Punkt P(0| —1), welcher nicht
auf der Parabel liegt.

Berechnen Sie deren Gleichungen.

‘ 2ol

Tangente von Punkt aus
(geg. f(x) und Punkt, nicht auf Kurve)

Normale von Punkt aus
(geg. f(x) und Punkt, nicht auf Kurve)

Vorgehen

1. Allg. Tangentengleichung notieren
y =) e —u) + f(u)

2. f(u) und f'(u) einsetzen
fx)=x% f'(x)=2x
fu)=u’; f'(u)=2u

y =2u[x —u) +u’

3.P(0|-1) einsetzen und Gleichung
nach u auflosen

-1 =2u [GO —u) +u’

-1 ==2u® +u?

-1 = | D)

= uz | .\/—

u=-1 u, =1
(x - Werte der Beriihrpunkte)
4. u-Werte in Tangentengleichung
aus 2. einsetzen
u, = —1 eingesetzt:
y=20-1) lfx (1)) +( 1)
y =-2x -1 (1. Tangente)
u, =1 eingesetzt:
y =2x -1 (2. Tangente)

Dieser Aufgabentyp ist sehr uniiblich und
wird deshalb nicht behandelt.




3.3 Schnittpunkte (Beriihrpunkt, senkrechter Schnitt, Schnittwinkel)

Zwischen Schaubild und x - Achse (Ansatz : f(x)= 0)

Beriihrpunkt Senkrechter Schnitt Schnittwinkel
\A v A y A v /
\ / _ \bL f //'/
K, / A= \ J/
\ / \ AN
N F[x
B & NP 13 N/
X, ~ - i
Beschreibung mit f'(x) Bemerkung Vorgehen zur Berechnung
Hier gelten: Bei Geraden, die

1. f(x,)=0(Nullstelle)
2. f'(x,)=0(Steigung 0)

bzw.

Beschreibung ohne f'(x)
(fir ganzrat. Funktionen)

x, ist doppelte (bzw. drei-
fache oder vierfache, S. 11)
Losung von f(x)=0
(Diskriminante = 0 bei
quadratischer Gleichung
fiir doppelte Losung!)

parallel zur y-Achse
verlaufen, moglich.
(zB.x=2,2)

1. m berechnen
f'(xy) =m (Steigung K )

2.a berechnen

m=tan (a') !

| tan™
a= |tan'1(m)|
(| | steht fiir den Betrag.

Dieser wird verwendet, da
das Vorzeichen des Winkels
nicht relevant ist.)

Achtung

WTR hierfiir von
Bogenmal (rad) auf
Winkelmaf (deg) stellen!




Zwischen zwei Schaubildern (Ansatz: f(x)= g(x))

Beriihrpunkt Senkrechter Schnitt Schnittwinkel
“V h I “V F; . “V . 1 ’/'
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Beschreibung mit f'(x)
Hier gelten:

1. f(x,)=g(x,)
(gemeinsamer Punkt)
2. f'(x))=g'(x,)
(gleiche Steigung)

bzw.

Beschreibung ohne f'(x)
(fiir ganzrat. Funktionen)

x, ist doppelte (bzw. drei-
fache oder vierfache)
Losung von f(x) = g(x)
(Diskriminante = 0 bei
quadratischer Gleichung
fiir doppelte Losung!)

Beschreibung (mit f'(x))
Hier gelten:
L f(x,)=g(x,)
(gemeinsamer Punkt)

, -1
2. fl(x))=——
g'(x,)
(allg.m, = -1Im, bzw.
Steigungen sind negative
Kehrwerte voneinander)

Vorgehen zur Berechnung

1.m, und m, berechnen
f'(x,) =m (Steigung K ;)
g'(x,) =m, (Steigung K )

2.a, und a, berechnen
1

m, = tan(qQ,) | tan”
a, :|tan'1(m,)|
(Sreigungswinkel K ;)
m, =tan(a,)  |tan”’
a, :|tan"(m2)|
(Steigungswinkel K )

3.  berechnen

B=a, +a, (oberes Bsp.)
bzw.

B=a, —a, (unteres Bsp.)

Alternativ kann auch mit
nachfolgender Formel
gearbeitet werden:

=t -1
B ) & (x)
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