Teil 4 mit Hilfsmitteln
Lineare Algebra: Vektorgeometrie (AG, BTG, EG, SGG, TG, WG)

1. Gegeben ist der Wirfel ABCDEFGH mit den Eckpunkten
A(6|—-6|—-6),B(6]/6|—6),D(—6| —6|—6)und E(6| —6]6),

dessen Kanten parall zu den Koordinatenachsen verlaufen.
Die Geradey verlauft durch die Punkte@| —2| —1) und Q(—9| 6 3).

1.1 Bestimmen Sie die Koordinaten der Ubrigen Eckpunkte des Wirfels und zeichnen Sie
den Wirfel in ein Koordinatensystem.
Begruinden Sie, dass einer der Punkte P und Q innerhalb, der andere aul3erhalb des

Wairfels liegt.

1.2 Die Geradeg schneidet die Wurfelflache DCGH im Punkt S. Bestimmen Sie die Kpor-
dinaten des Punktes S sowie den Schnittwinkel.

1.3 Untersuchen Sie, ob der Mittelpunkt der Diagon&énauf der Geradeg liegt.




Teil 4 Lineare Algebra: Vektorgeometrie

1.1 Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes C mit Hilfe einer Vektorkette. Die Ubrige
Eckpunkte erhalten Sie durch Symmetrie-Uberlegungen.
Vergleichen Sie die einzelnen Koordinaten der Punkte P und Q mit den Koordinaten d¢g
Eckpunkte des Wiirfels.

1.2 Stellen Sie zuerst eine Geradengleichung der Geagatlech die Punkte P und Q auf.
Bestimmen Sie dann eine Ebenengleichung der Ebene E, in der die Punkte D, C und H li
gen. Bestimmen Sie hierzu einen NormalenveRtond verwenden Sie die Normalenform
(K—J) -A =0, um die Koordinatengleichung zu erhalten. Sie erhalten den Schnittpunk
S, indem Sie einen «allgemeinen Punkt» der Geraglandie Koordinatenform von E
einsetzen. Den Schnittwinkél erhalten Sie mit der Formel sig) = % wobeifi der
Normalenvektor von E und der Richtungsvektor vog ist.

1.3 Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts M ¥&® mit der Mittelpunktsformel
OM =1 ((WEJF O_é) und fihren Sie eine Punktprobe durch, indem Sie den Ortsvektor von
M in die Gleichung vorg einsetzen. Ldsen Sie das Gleichungssystem.
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1.1 Zuerst werden die Koordinaten des Punktes C mit Hilfe einer Vektorkette bestimmt:

OC=O0B+AD

6 12
=6 |+| O
—6 0
6
=| 6
—6

Der Punkt C hat also die Koordinater{(€6| 6 | —6).

Da die Eckpunkte E, F, G und H jeweils 12 LE oberhalb der Punkte A, B, C und D liegen,
haben die tibrigen Eckpunkte folgende Koordinaten:
F(6|6|6),G(—6|6|6)undH—6|—6]6).

Damit kann man den Wirfel zeichnen:

1x3
H G

A B

Um zu prifen, welcher der Punkte P und Q innerhalb bzw. auftedss Wirfels liegt,
vergleicht man die jeweiligen Koordinaten der Punkte mit den Koordinaten der Eckpunkte
des Wiirfels.

Fir alle Koordinaten des Punktes P gilt, dass sie grof3er@lsind kleiner als 6 sind.
Damit muss der Punkt P im Inneren des Waurfels liegen.

Beim Punkt Q ist der Wert det;-Koordinate—9 und damit kleiner als-6. Also muss der
Punkt Q aufRerhalb des Wiirfels liegen.



1.2 Die Gerade durch die Punkte P und Q hat die Gleichung

3 -12
g:X=1-2 | +r- 8 ;relR
-1 4

3 -3
g:X=1-2 |+r-| 2 |;relR
-1 1

Um eine Koordinatengleichung der Ebene aufzustellen, in der die Wiirfelflache DCGH

liegt, verwendet man die Normalenform der Ebene.
1

Der VektorAD ist ein Normalenvektor der gesuchten Ebene. Damit ist @ueh| 0

0
ein Normalenvektor von E. Setzt marund den Ortsvektor des Punktes D in die Norma-

lenform ein, erhalt man:

X -i=0
X1
X2 —
X3
(X1+6) 1+(X2+6 X3+6
X1+6=0
X1=—6

Die Ebene E hat die Gleichung = —
Man schneidet die Geradgund die Ebene E, indem man die Gerade als «allgemeinen
Punkt» R(3—3r | 2r — 2| r — 1) schreibt und in die Ebenengleichung einsetzt:

3-3r=-6=r=3

Setzt marr =3 in B ein, ergibt sich R(3—3-3|2-3—2| 3— 1) und damit der Schnitt-
punkt S(—6|4]2).

Der Schnittpunkt der Geradegrund der Ebene E hat die Koordinate(+& | 4| 2).

Den Schnittwinkel¢ von E undg erhalt man mit der Formel s{ig) = H wobei
1 -3
A= 0 | der Normalenvektorvon E undl= | 2 | der Richtungsvektor vog ist.

0 1



Damit ergibt sich:

1 -3
0 2
sin (@) — n-al 0 1 _ |1-(—3)+0-2+0-1| _ 3
LR 1 -3 VIZ1 024+ 02./(-32+22+12 14
o |||l 2
0 1
= ¢ ~533

Der Schnittwinkel betragt etwa 53°.

1.3 Der Mittelpunkt M vorEC wird mit Hilfe einer Vektorkette bestimmt:

6 —6 0 0

oni—(0e+od)= 2| -6 |+| 6 ||=5| 0 |=] 0
2 2 2

6 —6 0 0

Es ist also zu priifen, ob 0 | 0 | 0) auf der Geraden liegt. Hierzu macht man eine Punkt-
probe und setzt den Ortsvektor von M in die Geradengleichung ein:

0 3 3
0 |=|-2|+r| 2
0 ~1 1

Man erhélt das Gleichungssystem:

-3 = =3
2 = 2r
1 =r

Fir jede Zeile ergibt sich= 1.
Damit ist gezeigt, dass der Mittelpunkt v&€ auf der Geradegliegt.





