Abitur 2019 Teil 4 mit Hilfsmitteln
Lineare Algebra: Vektorgeometrie (AG, BTG, EG, SGG, TG, WG)

1 Die Grundflache eines Hauptbahnhofs (Hbf) wird durch ein Viereck mit den Eckp
ten B;(0]1|0),B2(3]0]0),Bs(5|6]0)und B4(2] 7| 0) modelliert.
Ein Tunnel startet im Punkt f0 | —11| 0) und endetim Punkt &,5| 3,5| —0,5).
Eine Langeneinheit entspricht 100 Meter (m). Die Modellierung ist in der folger
(nicht maRRstabsgetreuen) Skizze veranschaulicht.

1.1 Zeigen Sie, dass die Grundflache des Hbf ein Rechteck ist. 4
Berechnen Sie den Inhalt der Grundflache in Quadratkilometer.

1.2 Der Tunnel von A nach S wird modelliert durch die Streghkeit

0 2,5
g:X=|-11 | +r-| 145 | ;0<r<1L
0 -0,5
1.2.1 Der Tunnel schliel3t mit der Ebene, in der die Grundflache des Hbf liegt, 2

einen Winkel ein. Berechnen Sie diesen Winkel.

1.2.2 Untersuchen Sie, ob fur jeden Punkt des Tunnels der Sicherheitsabstand von
mindestens 20 Meter zur SelBg B, der Grundflache des Hbf eingehalten wird.

1
1.3 Eine Ebene besitzt die Darstellung E: 3 | -X=13.
0
1.3.1 Prifen Sie, ob der Punkt S in der Ebene E liegt. 1

1.3.2 Geben Sie eine Gleichung der Gerakldarch A an, die orthogonal zu E ist.
Zur Planung eines weiteren Tunnels mdchte man wissen, wo sich der Punkt
A’ (# A) aufk befindet, der denselben Abstand zu E hat wie der Punkt A.
Bestimmen Sie die Koordinaten vorl A
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1.1 Um zu zeigen, dass die Grundflache des Hbf ein Rechteck ist, bestimmen Sie zuerst ¢
Verbindungsvektoren der Seiten des Vierecks; falls jeweils zwei gegeniuberliegende Ve
toren gleich sind, handelt es sich um ein Parallelogramm. Um nachzuweisen, dass d
Parallelogramm ein Rechteck ist, berechnen Sie das Skalarprodukt zwischen den Vekto
ITB; und lﬁ;. Falls das Ergebnis Null ist, ist bei Rin rechter Winkel. Aufgrund der
Eigenschaften des Parallelogramms missen die anderen Winkel dann auch rechte
kel sein und es handelt sich um ein Rechteck. Den Inhalt G der Grundflache erhaltd
Sie, indem Sie zuerst die Langen der Verbindungsvektﬁﬁi und B]_—B:l bestimmen
und anschliel3end den Rechtecksinhalt berechnen. Beachten Sie, dass einer Langenei
100m=0,1km entsprechen und bestimmen Sie, wie viel Quadratkilometer einer Flache
einheit entsprechen.

1.2.1 Den Winkelx, den der Tunnel mit der Ebene, in der die Grundflache des Hbf liegt, ein-
schlie3t, erhalten Sie, indem Sie den Winkel zwischen der Gergid@rerlangerung der
Streckeg) und der Ebenes = 0 mit der Formel sifa) = % berechnen, wobdi der

Richtungsvektor voilg* undfi der Normalenvektor der Ebemg = O ist.

1.2.2 Den Abstand d des Tunnels zur S&i@, der Grundflache erhalten Sie, indem Sie den
Abstand der windschiefen Geradghundh durch B, und B, berechnen. Der Abstand der
windschiefen Geraden ist der Abstand des PunktesuB Ebene F, in der die Geradé
liegt, und welche parallel zhiist. Hierzu bendétigen Sie einen Vektdrder senkrecht auf
den beiden Richtungsvektorgnundt, vong* undh steht. Verwenden Sie das Vektorpro-
dukt der beiden Vektoren. Bestimmen Sie d mit der Formel‘éla_m—?)'ﬁ‘ fur den Abstand
eines Punktes zu einer Ebene und vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Sicherheitsabsta
Beachten Sie, dass einer Langeneinheit 100 m entsprechen.

1.3.1 Um zu prifen, ob der Punkt S in der Ebene E liegt, setzen Sie die Koordinaten von S
die Ebenengleichung ein. Bei einer wahren Aussage liegt S in E.

1.3.2 Verwenden Sie als Richtungsvektor wodien Normalenvektai von E. Die Koordinaten
des Punktes Aaufk, der denselben Abstand zu E hat wie der Punkt A, erhalten Sie,
indem Sie den Punkt A an E spiegeln. Berechnen Sie den Schnittpunkt k wod E.
Dazu setzen Sie die Koordinaten eines allgemeinen Punktesrik in die Gleichung
von E ein und l6sen die Gleichung nactauf. Setzen Sie den erhalteneiVert in L,
ein, um L zu erhalten. Die Koordinaten vor' Arhalten Sie mit Hilfe einer Vektorkette:
—_— - —

OA’'=0A+2-AL.
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1.1 Um zu zeigen, dass die Grundflache des Hbf mit den Eckpunki@jB| 0), B»(3|0]0),
B3(5|6]0) und By(2| 7| 0) ein Rechteck ist, bestimmt man zuerst die Verbindungsvek-
toren der Seiten des Vierecks:

3 0 3
BiBo=] 0 |- 1 |=]-1
0 0 0
5 2 3
BsBz3=]| 6 |—| 7 |=]-1
0 0 0
5 3 2
BoBz3=]| 6 |—| O |=] 6
0 0 0
2 0 2
—
BiBs=| 7 |—-| 1 |=] 6
0 0 0

WegenB;B, = B4B3 undB,B3 = B1B4 ist die Grundflache des Hbf ein Parallelogramm.

Um nachzuweisen, dass das Parallelogramm ein Rechteck ist, berechnet man das Skalar-
— —

produkt zwischen den Vektordy B, undB1By:

3 2
BiB2-BiBs=|-1 || 6 =3-2+(-1)-64+0-0=0
0 0

Wegenl?Bz) . ﬁ = 0 ist bei B, ein rechter Winkel. Aufgrund der Eigenschaften des
Parallelogramms mussen die anderen Winkel dann auch rechte Winkel sein und es handelt
sich bei der Grundflache des Hbf um ein Rechteck.

Den Inhalt G der Grundflache erhéalt man, indem man zuerst die Langen der Verbindungs-
vektoreanBz) undlﬁ; bestimmt:

3

‘5152‘= —1 ||=1/3+(-1)2+02= V10
0
2

BiBi|=|| 6 ||=VErErr 2= Va0
0

Damit erhalt man:
G= ‘IT’BZHW‘ = v/10-V40=20



Da einer Langeneinheit 1000, 1km entspricht, entspricht einer Flacheneinheit
(0,1km)? = 0,01 kn?.
Damit erhélt man:

G = 20-0,01kn? = 0,2kn?

Somit hat die Grundflache einen Flacheninhalt voRlor?.

1.2.1 Den Winkel, den der Tunnel mit der Ebene, in der die Grundflache des Hbf liegt, ein-
schlief3t, erhélt man, indem man den Winkel zwischen der Gengidesit der Gleichung

0 2,5
g':X=|-11 | +r-| 145 |;relR
0 -0,5

welche die Streckg enthalt, und der Ebeng = 0 mit der Formel sifa) = % berech-

2,5 0
net, wobeiti = | 14,5 | der Richtungsvektor vog* undii=| 0 | ein Normalen-
-0,5 1

vektor der Ebengs = 0 ist:

2,5 0
14,5 0
-0,5 1
0
0

sin(a) = 5

14,5
-0,5 1
B |2,5-0+14,5-0+(—0,5)-1]
/2,52 + 14,52+ (—0,5)2- /02 + 02+ 12
:70’5 = a~1,95

V216,75

Der Winkel betragt etwa,b5°.

1.2.2 Den Abstand d des Tunnels zur S&#, der Grundflache erhalt man, indem man den
Abstand der windschiefen Geradghundh durch B, und B, berechnet. Dabei ist

0 2,5 0 3
g:X=1|-11 | +r-| 145 |;relR,undh:X=| 1 |+t-|-1 |;t€R
0 -0,5 0 0

Der Abstand der windschiefen Geraden ist der Abstand des Punki@sB 0) zur Ebene
F, in der die Geradg" liegt, und welche parallel Zist. Hierzu benétigt man einen Vektor



f, der senkrecht auf den Richtungsvektoren

2,5 3
Ulz 14,5 und 02: -1
-0,5 0

vong* undh steht. Mit Hilfe des Vektorprodukts erhalt man:

2,5 3 0,5 1 1
Uhxtp=| 145 |x|[-1 |=|-15 |=-05-| 3 | =n=| 3
~0,5 0 —46 92 92

Damit ergibt sich mit der Formel € ‘(é’mﬂj)'ﬁ‘ fir den Abstand eines Punktes zu einer

Ebene:
0 0 1 0 1
1 1-(-11 -1 3 122 || 3
0 0 92 0 92
d= =
1
3 3
92 92
~10-1+12-3+0-92
TV
36
/8474
~ 0,39

Da eine Langeneinheit 100m entspricht, betragt der Abstand zwischen dem Tunnel und
der SeiteB1B, etwa 39 m.
Somit wird fir jeden Punkt des Tunnels der Sicherheitsabstand von mindestens 20 Meter

zur SeiteB;B, der Grundflache des Hbf eingehalten.
1

1.3.1 Um zu prifen, ob der Punk{&5|3,5| —0,5) in der Ebene E:| 3 | -X=13 liegt,
setzt man die Koordinaten von S in die Ebenengleichung ein: \ 0

1 2,5
3 || 35 |=13
0 ~0,5

1-2,543-3,5+0-(—0,5)=13

13=13

Aufgrund der wahren Aussage liegt S in E.



1.3.2 Die Gleichung der Geradé&rdurch A(0 | —11| 0), die orthogonal zu E ist, hat als Rich-

1
tungsvektor den Normalenvektoe= | 3 | von E:
0
0 1
kiX=1]-11 | +r-| 3
0 0

Die Koordinaten des Punktes' Aufk, der denselben Abstand zu E hat wie der Punkt A,
erhalt man, indem man den Punkt A an E spiegelt.

Hierzu bendtigt man den Schnittpunkt L vérund E. Dazu setzt man die Koordinaten
eines allgemeinen Punkteg(k | —11+ 3r | 0) vonkiin E ein:

1 r

3 || -11+3r | =13

0 0
1-r+3-(—11+3r)+0-0=13

r=4,6

Setzt mamr = 4,6 in L (r | =11+ 3r | 0) ein, erhdlt man: (4,6 | 2,8 0).
Die Koordinaten von Aerhalt man mit Hilfe einer Vektorkette:

. 0 4,6 9,2
OA'=OA+2-AL=|-11 |+2-| 138 |=]| 166
0 0 0

Somit hat der Punkt Adie Koordinaten A(9,2| 16,6 | 0).





