StralRe ]

AufgabeA 2.1

Die AbbildungzeigtdenVerlauf einerUmgehungsstralaur Entlastungder OrtsdurchfahrAB

einerGemeindeDasGemeindegebidst kreisformigmit demMittelpunkt M und demRadius
1,5km. Die UmgehungsstraBeerlauftdurchdie PunkteA und B undwird beschriebemurch

die Funktion f mit

f(x) = —0,1 —0,3x* 4 0,4x+ 3,2

1 LE entspricht 1km.
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b)

c)
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Berechnen Sie die Koordinaten des nérdlichsten Punktddrdgehungsstralie.
Bestimmen Sie rechnerisch die Entfernung dieses Punktes vom Ortsmittelpunkt M.
Die Umgehungsstraf3e beschreibt eine Linkskurve und eine Rechtskurve.
Bestimmen Sie den Punkt, in dem diese beiden Abschnitte ineinander Ubergehen.
Zeigen Sie, dass die UmgehungsstrafRe im Punkt A ohne Knick in die
Ortsdurchfahrt einmiindet.

Zur Bewertung von Grundsticken wird die Flache zwischen der Ortsdurchfahrt
und der UmgehungsstralRe vermessen.
Berechnen Sie, wie viel Prozent dieser Flache au3erhalb des Gemeindegebiets liegen.

Im Punkt R1,5 | 3) befindet sich eine Windkraftanlage.

Ein Fahrzeug fahrt von B aus auf der Umgehungsstralie.

Zeigen Sie, dass der Fahrer die Windkraftanlage im Pu&{ B) genau in Fahrtrichtung

vor sich sieht.

Bestimmen Sie die Koordinaten desjenigen Punktes der Umgehungsstral3e, in welchem ein
Fahrzeug parallel zur Ortsdurchfahrt AB fahrt.



Aufgabe A 2.2

Fur jedesa > 0 ist eine Funktiorf; gegeben durch
fa(x) =a-sin(ax)+a; x€ IR.
fa hat das Schaubild Kund die Periode,.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Hochpunktsth Ky fiir 0 < x < pa.
Ermitteln Sie eine Gleichung der Kurve, auf der alle diese Hochpunkte liegen.

b) Geben Sie in Abhangigkeit vandie Koordinaten des Wendepunkts,Wbn Ky
an, der den kleinsten positiverWWert hat.
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Aufgabe A 2.1

a) Die Koordinaten des nordlichsten Punktes der Umgehungsstral3e erhalten Sie, indem
mithilfe der 1. und 2. Ableitung vorfi den Hochpunkt des Graphen vbrestimmen. Als
notwendige Bedingung lésen Sie die Gleichurigx) = 0 mithilfe derabcFormel nachx
auf. Setzen Sie die erhalteneitVerte inf ”(x) ein; falls das Ergebnis kleiner als Null ist,
handelt es sich um einen Hochpunkt. Den zugehongéfert erhalten Sie, indem Sie den
x-Wert in f(x) einsetzen. Die Entfernurdjvon H zu M erhalten Sie mithilfe der Formel

fur den Abstand zweier Punktd:= \/(xz - x1)2 + (Y2 — y1)2

Bestimmen Sie die Wendestelle mithilfe der 2. und 3. Ableitungf{oa. Als notwendige
Bedingung I6sen Sie die Gleichurfig/(x) = 0 nachx auf. Den zugehorigep-Wert erhal-
ten Sie, indem Sie den berechnexeWert in f (x) einsetzen.

Berechnen Sie mithilfe vor’(x) die Steigungma der Kurve im Punkt A sowie die Stei-
gungmapg der Geraden durch die Punkte A und B mithilfe der Formek % Falls
ma = mag Mindet die UmgehungsstraRe ohne Knick in die Ortsdurchfahrt ein.

Die Gleichung der Geradgydurch A und B erhalten Sie mithilfe der Punkt-Steigungsform
(PSF)y = m- (x—xq) + Yo. Setzen Sie die Koordinaten von A (oder B) umgg in die

PSF ein. Den Flacheninhalt;Ader Flache zwischen dem Schaubild vbfx) und der
Geraden AB erhalten Sie mithilfe eines Integrals. Beachten Sie, dass das Schaubild v
f(x) oberhalb der Geradeqverlauft. Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung.

Die Teilflache des Gemeindegebiets erhalten Sie, indem Sie den Flachenipleities
Halbkreises bestimmen. Berechnen Sie die Differenz voad A, und teilen Sie diese
durch A, um den gesuchten Anteil zu erhalten.

Um zu zeigen, dass der Fahrer die Windkraftanlage im Punkt B genau in Fahrtrichtung vg
sich sieht, stellen Sie die Gleichung der Tangenta Punkt B auf. Die Steigungy in

B erhalten Sie, indem Sie derWert von B in f’(x) einsetzen. AnschlieRend setzen Sie
m und die Koordinaten von B in die Tangentengleichyng f’(u) - (x—u) + f(u) ein.
Prifen Sie, ob der Punkt(R,5 | 3) auf der Tangente liegt, indem Sie seine Koordinaten in
die Tangentengleichung einsetzen. Bei einer wahren Aussage liegt P auf

Losen Sie die Gleichungy’(x) = mag mithilfe derabc-Formel nachx auf. Uberlegen Sie,
welche Losung in Frage kommt. Berechnen Sie den zugehdyiyéart.

Aufgabe A 2.2

a) Die Koordinaten des Hochpunktg Mon Ky erhalten Sie mithilfe der 1. und 2. Ableitung
von fa; verwenden Sie die Kettenregel. Als notwendige Bedingung lI6sen Sie die Gleichun
fa’(x) = 0 nachx auf. Setzen Sie die erhaltenriWerte in f,”(x) ein; ist das Ergebnis
kleiner als Null, handelt es sich um einen Hochpunkt. Den zugehoyigert erhalten
Sie, indem Sie den errechnetefiVert in fa(x) einsetzen.




2. Stral3e

Um eine Gleichung der Kurve, auf der alle diese Hochpunkigeln, zu ermitteln, 16sen
Sie demnx-Wert von H;, nacha auf und setzen das erhaltene Ergebnis inydévert von H,
ein.

Den Wendepunkt Wvon Ky, der den kleinsten positiveaWert hat, erhalten Sie mithilfe
der 2. und 3. Ableitung vori,, die Sie mithilfe der Kettenregel bestimmen. Losen Sie
als notwendige Bedingunf,” (x) = 0 nachx auf. Setzen Sie den erhalteneiert in
fa”'(x) ein; ist das Ergebnis ungleich als Null, handelt es sich urareiVendepunkt. Den
zugehdrigery-Wert erhalten Sie, indem Sie den errechnetd¥ert in f4(X) einsetzen.




Stralle

AufgabeA 2.1
Esist f(x) = —0,1x3— 0,3x% 4 0,4x+3,2.

a) Die Koordinaten des nordlichsten Punktes der UmgehungsstralRe erhalt man, indem man
mithilfe der 1. und 2. Ableitung voifi den Hochpunkt des Graphen vérbestimmt:

f/(x) = —0,3x*— 0,6x+0,4
f”(x)=—0,6x—0,6

Als notwendige Bedingung lést man die Gleichuii@x) = 0 nachx auf:
—0,3x°—0,6x+0,4=0

mithilfe derabcFormel erhalt man die Losungen~ 0,53 undx, ~ —2,53.
Setzt marnx; = 0,53 undx, ~ —2,53 in f /(x) ein, ergibt sich:

f”(0,53) = —0,6-0,53— 0,6~ —0,92< 0 = Hochpunkt
f"(—2,53) = —0,6-(—2,53)— 0,6~ 0,92> 0 = Tiefpunkt

Den zum Hochpunkt zugehériggrert erhalt man, indem max =~ 0,53 in f(x) ein-
setzt:

y= f(0,53) = —0,1-0,53°~0,3-0,53°+0,4-0,53+ 3,2~ 3,31
Somit hat der nordlichste Punkt der Umgehungsstral3e die Koordind@&s3 3,31).
Die Entfernungd von H(0,53| 3,31) zu M(0 | 0,5) erh&lt man mithilfe der Formel

d= \/(xz —x1)? + (y2 — y1)? fur den Abstand zweier Punkte:

d= \/(0—0,53)2+(o,5—3,31)2z2,86

Der nordlichste Punkt H ist also etwa85 km vom Ortsmittelpunkt M entfernt.
Der Punkt, in welchem eine Linkskurve in eine Rechtskurve Uibergeht, ist der Wendepunkt.
Diesen erhélt man mithilfe der 2. und 3. Ableitung vi(x):

f/(x) = —0,3x*— 0,6x+ 0,4
f”(x) = —0,6x—0,6
f"”(x) = —0,6

Die notwendige Bedingun§” (x) = O fuhrt zu:

—-0,6x—0,6=0 = x=-1



Wegenf ”(—1) # 0 handelt es sich um eine Wendestelle.
Den zugehdrigeg-Wert erhélt man, indem man= —1 in f(x) einsetzt:

y=f(-1)=-0,1-(-1°-0,3-(-1)>+0,4- (1) +3,2=2,6

Damit hat der Wendepunkt die Koordinaten(W1 | 2,6).
Um zu zeigen, dass die UmgehungsstralRe im Punkt A ohne Knick in die Ortsdurchfahrt
einmiindet, berechnet man mithilfe véi(x) die Steigungna der Kurve im Punkt A:

ma = f/(~3) = —0,3.(~3)2~0,6-(~3)+ 0,4= 0.5

Die Steigungmag der Geraden durch A-3|2) und B(3| —1) erhalt man mithilfe der

Formelm= 2-4 fiir die Steigung zwischen zwei Punkten:
2~ X1
-1-2 -3
Mag = =—2-_05
'AB 3_ (_3) 6 )

Es istmy = mag, daher mindet die UmgehungsstraRe ohne Knick in die Ortsdurchfahrt
ein.

Den Flacheninhalt Ader Flache zwischen dem Schaubild vioix) und der Geraden AB
erhalt man mithilfe eines Integrals.
Die Gleichung der Geradendurch A und B erhalt man mithilfe der Punkt-Steigungsform
(PSF)y = m- (x—Xq) + Yo. Setzt man die Koordinaten von A umghg in die PSF ein,
ergibt sich:

g:y=-05 (x—(-3))+2

g:y=-0,5x—1,5+2

g:y=-0,5x+0,5

Da das Schaubild voh(x) oberhalb der Geraden verlauft, erhalt man:
3
Ai= / (£(X) — (~0,5x+0,5)) dx
-3
3
= [ (-0,1x-0,3x*+0,4x+3,2— (—0,5x+0,5)) dx

3
= [ (-0,3-0,3x%+0,9x+2,7) dx

= [-0,025¢ - 0,1+ 0,45¢ + 2,7x]°
=(-0,025.3"-0,1-3%+0,45-3%+2,7-3)

—(-0,025-(—3)*~0,1-(—3)*+0,45- (—3)?+2,7-(-3))
=10,8

Das Gemeindegebiet zwischen der Umgehungsstral3e und der Ortsdurchfahrtist ein Halb-



<)

kreis mit Radiug = 1,5. Damit gilt fir den Flacheninhalt Ades Halbkreises:

12 1 2
Ap=3-mr?=3.m-1,5~353

Den Flacheninhalt Ader Flache, die von den beiden Stral3en eingeschlossen wird, jedoch
aulRerhalb des Gemeindegebiets liegt, erhalt man durch:

As3=A;— Ay~ 10,8—3,53=7,27

Den prozentualen Anteil von£zu A; erhédlt man, indem manzdurch A teilt:

As 7,27

AL 108

~0,67=67%

Somit liegen etwa 67 % der Flache auBerhalb des Gemeindegebiets.

Um zu zeigen, dass der Fahrer die Windkraftanlage im Pufit B) genau in Fahrtrich-
tung vor sich sieht, stellt man die Gleichung der Tangéerite Punkt B2 | 2) auf. Die
Steigungm in B erhalt man, indem man derWert von B inf’(x) einsetzt:

m=f'(2)=-0,3-22-0,6-2+0,4= -2

Setzt marm = —2 und die Koordinaten von® | 2) in die Tangentengleichung
y= f’(u)- (x—u)+ f(u) ein, ergibt sich:

t:y=-2-(x—2)+2
t:y=-2x+6

Um zu prifen, ob der Punkt(®,5| 3) auft liegt, setzt man die Koordinaten von P in die
Tangentengleichung ein:
3=-2-15+6 < 3=3

Aufgrund der wahren Aussage liegt P auf
Somit sieht der Fahrer die Windkraftanlage im Punk2 B2) genau in Fahrtrichtung vor
sich.

Die Gerade AB der Ortsdurchfahrt hat die Steigamg = —0,5.

Im Punkt R, in welchem ein Fahrzeug parallel zur Ortsdurchfahrt fahrt, muss die Steigung
ebenfalls-0,5 betragen.

Also l6st man die Gleichunfy’(x) = —0,5 nachx auf:

—0,3x°—0,6x+0,4=—0,5
—0,3x*—0,6x+0,9=0



Mithilfe der abc-Formel erhalt man die Losungen= 1 undx, = —3.
Daxp, = —3 derx-Wert des Punktes A ist, kommt ngy = 1 als Lésung in Frage.
Deny-Wert des Punktes R erhélt man, indem manl in f(x) einsetzt:

y=f(1)=-0,1.1-0,3-1240,4-1+3,2=3,2
Somit hat der Punkt R die Koordinaten(R| 3,2).

Aufgabe A 2.2
Esistfa(x) =a-sin(ax)+a; xeIR; a> 0.
a) Die Periodg, von fa(x) ist pa = 2.
Die Koordinaten des Hochpunktsg,idon K fiir 0 < x < %” erhalt man mithilfe der 1. und

2. Ableitung vonf,, die man mit der Kettenregel bestimmt:

a-cos(ax) -a= a’- cos(ax)

—
Q
—~
X
=
|

fa”(x) = —a’-sin(ax)-a=—a>-sin(ax)

Die notwendige Bedingung,’(x) = 0 filhrt zua? - cos(ax) = 0 bzw. cogax) = 0.
Wegen cogZ) = 0 und cog3m) = 0 ergeben sich als Lésungen:

ax—7—T:>x —Eundax—§n:>x _3_71
2 17 %a ) 27 2a

Setzt manx; = % undx, = 32 in 5" (x) ein, ergibt sich:
fa” (2—7;) =—a°-sin (a- %) = —a’-sn (g) = —a®<0(daa>0)
fa (2—::) =—a’-sn (a- 2—7;) =—a-sin (3771) —a®>0(daa>0)
Wegenf,” (2£) = —a® < 0 handelt es sich fix = JL um einen Hochpunkt.
Den zugehdrigey-Wert erhélt man, indem man= 7. in f4(x) einsetzt:
y= fa<£) =a-sn (a-ﬂ) +a=a+a=2a

2a 2a
Damit hat der Hochpunkt fdie Koordinaten:

(1)

Um eine Gleichung der Kurve, auf der alle diese Hochpunkte liegen, zu ermitteln, 16st man



b)

= % nacha auf und setzt das erhaltene Ergebniyg ia 2a ein:

x—E :>a—E
" 2a N

moom
=2a=2—=°_—
y 2X X

Alle Hochpunkte H liegen auf einer Kurve mit der Gleichuryg= 2.

Den Wendepunkt \W/von Kj, der den kleinsten positiverWert hat, erhalt man mithilfe
der 2. und 3. Ableitung voffi,, die man mithilfe der Kettenregel bestimmt:

fa"(x) = —a’-sin(ax)
fa”(x) = —a°-cos(ax)-a=—a’*-cos(ax)
Die notwendige Bedingung,” (x) = 0 filhrt zu—a®- sin(ax) = 0 bzw. sinax) = 0.

Wegen sir{0) = 0, sin(7) = 0 und sin(2m1) = 0 ergeben sich als Losungen:

ax=0= x=0,ax=m = xzzgundax:2n:> X3:%"

Setzt man den kleinsten positiverert, alsox, = ’—; in fa"”(x) ein, ergibt sich:
T T
fa” (—) = —a4-cos(a- —) =a*#0
a (3 a #

Wegenf,"” (£) = a* # 0 handelt es sich um eine Wendestelle.
Den zugehdorigeg-Wert erhalt man, indem man= g in fa(x) einsetzt:

y= fa(g) =a-sin (a-l—;)+a=0+a=a

Damit hat der Wendepunkt \die Koordinaten:
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