Regen [l

AufgabeA 1.1

Gegeben ist die Funktion f durch f (x)é;— 44+2;x#0.
Der Graph K von fist durch folgende Abbﬁdung gegeben:
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a) Geben Sie die Gleichungen der Asymptoten von K an.
Berechnen Sie die Koordinaten des Hochpunkts von K.
Erganzen Sie in der Abbildung die Skalierungen der Koordinatenachsen.
Untersuchen Sié fur x < 0 auf Monotonie und bestimmen Sie das Krimmungsverhalten
von K.
Betrachtet wird die Gleichun§(x) = c.
Geben Sie ohne weitere Rechnung an, fir welche Wertedese Gleichung eine oder
mehrere Lésungen hat.

b) Die Tangente und die Normale an K an der Stglle 1 begrenzen mit dey-Achse ein
Dreieck.



Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

¢) Kbegrenzt mit der Geradgn= 2 und der Geradex= u (u > 1) eine Flache.
Berechnen Sie fim = 2 den Flacheninhalt dieser Flache.
Bestimmen Sie@l so, dass diese Flache den Inhalt 1 FE hat.
Ermitteln Sie, wie grol3 diese Flache maximal werden kann.

d) Kwird an der Geraden= 2 gespiegelt. Es entsteht der Graph einer Funlidion
Bestimmen Sie einen Term van

Aufgabe A 1.2

Die Funktionf beschreibt die Niederschlagsrate eines Dauerregens, die Fugktierwasser-
abflussratet(in Stunden seit Einsetzen des Regeh@) undg(t) in Liter pro n? pro Stunde).
Die Abbildung zeigt die Graphen vohundg:
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a) Beschreiben Sie den Verlauf der Intensitat des Regens.
Bestimmen Sie ndherungsweise den Zeitpunkt, wann der Regen aufhort.
Geben Sie einen Rechenausdruck an, mit dem man die gesamte Niederschlagsmenge wéh-
rend des Regens bestimmen kann.

b) Erlautern Sie die Bedeutung der grauen Flache.
Bestimmen Sie eine Gleichung, mit der man berechnen kann, zu welchem Zeitpunkt T alle
Pflitzen verschwunden sind.



Tipps

Regen

Aufgabe A 1.1

a) Die Gleichung der senkrechten Asymptote erhalten Sie, indem Sie die Nenner der Briic
gleich Null setzen.
Die Gleichung der waagrechten Asymptote erhalten Sie, indem Sie das Verhaltén von
fir x — 40 betrachten.
Die Koordinaten des Hochpunkts von K erhalten Sie mithilfe der 1. und 2. Ableitung von
f. Als notwendige Bedingung lésen Sie die Gleichurigx) = 0 nachx auf. Setzen Sie
den erhaltener-Wert in in f ”(x) ein; falls das Ergebnis kleiner als Null ist, handelt es sich
um einen Hochpunkt. Den zugehdrigehiVert erhalten Sie, indem Sie defWert in f(x)
einsetzen. Mithilfe der berechneten Werte kdnnen Sie die Koordinatenachsen skalieren.
Um das Monotonieverhalten vohfir x < 0 zu untersuchen, betrachten Sigx); falls
f’(x) > Oist, istf streng monoton wachsend. Um das Krimmungsverhalten des Graphe
von f flir x < 0 zu untersuchen, betrachten $i&x); falls f”(x) > 0, ist der Graph von
f linksgekrimmt. Bestimmen Sie anhand der gegebenen Abbildung und der berechnet
Werte die Anzahl der Schnittstellen des Graphen onit der Geradey = ¢, die parallel
zux-Achse verlauft.

Die Tangenté¢ und die Normalen an K an der Stellx = 1 erhalten Sie, indem Sie den
zugehdrigery-Wert und die Steigungen vanund n im BerUhrpunkt B bestimmen. Den
y-Wert erhalten Sie, indem Sie defWert in f (x) einsetzen. Die Steigung in B erhalten

Sie, indem Sie der-Wert von B inf’(x) einsetzen. Anschliefend verwenden Sie die Tan-
gentengleichung= f’(u)- (x—u)+ f(u). Die Steigungn, der Normalen ist der negative
Kehrwert der Steigung der Tangenis; = —%. Verwenden Sie die Normalengleichung
y= —% - (X—u)+ f(u). Die Schnittpunkte Sbzw. $ vont bzw. n mit dery-Achse
erhalten Sie, indem Sie jeweis= 0 in die entsprechenden Gleichungen einsetzen. Skiz-
zierenhSie das Dreieck. Den Flacheninhalt A dieses Dreiecks erhalten Sie mit der Form
A=9"

Als Gzrundseite verwenden Sie='S,S,. Die zugehorige Hohh steht senkrecht dazu und
geht durch B.

Den Flacheninhalt A der Flache, die K mit der Geragen2 und der Geradexn= 2 be-
grenzt, erhalten Sie mithilfe eines Integrals. Beachten Sie, dass K oberhalb der Gerad
verlauft. Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Den Fl&
cheninhalt Au) der Flache, die K mit der Geradgn= 2 und der Geradern=u (u> 1)
begrenzt, erhalten Sie ebenfalls mithilfe eines Integralsudmzu bestimmen, dass diese
Flache den Inhalt 1 FE hat, I6sen Sie die Gleichurig)A= 1 nachu auf. Verwenden Sie
dieabcFormel. Beachten Sie wegen> 1, dass es nur eine Losung gibt.

Um zu ermitteln, wie grof3 die nach rechts ins Unendliche reichende Flache maximal we
den kann, bestimmen Sie den Grenzwert vgn)Aur u — co.




Tipps

d) Um K an der Geraden= 2 zu spiegeln, verschieben Sie zuerst K um 2 LE nach unten,
spiegeln an dex-Achse und verschieben den gespiegelten Graphen anschlie3end wied
um 2 LE nach oben.

Aufgabe A 1.2

a) Beschreiben Sie anhand des Graphenfyan welchem Zeitraum die Niederschlagsrate
gleichbleibend hoch ist und wie sie sich anschlieBend verandert. Bestimmen Sie naheru
weise die Nullstelle vorf. Um die gesamte Niederschlagsmenge M wahrend des Regen
zu bestimmen, verwenden Sie ein Integral, da alle Niederschlagsraten wahrend des Reg
summiert werden missen.

Bestimmen Sie ndherungsweise die Schnittstellen der Graphenwmhg. Beachten Sie,
dass bei der schraffierten Flache, die von den Grapherf word g eingeschlossen wird,
der Graph vorf oberhalb des Graphen vgrverlauft. Uberlegen Sie, welches Integral zur
schraffierten Flache gehort und welche Summe damit berechnet wird.

Einen Rechenausdruck, mit dem man berechnen kann, zu welchem Zeitpunkt T alle Pft
zen verschwunden sind, erhalten Sie mithilfe von Integralen. Uberlegen Sie, wie die ei
zelnen Abflussmengen berechnet werden kdnnen.




Loésungen

Regen

AufgabeA 1.1
Esist f(x) = % — % +2; Xx#0.

X2 X
a) Die Gleichung der senkrechten Asymptote erhalt man, indem man die Nenner der Briiche
gleich Null setztx? = 0 undx® = 0 filhren jeweils zix = 0.
Die Gleichung der waagrechten Asymptote erh&lt man, indem man das Verhaltdn von
fir x — 400 betrachtet:
Firx — o gehen die Brijch% und X% jeweils gegen Null, also gelf{x) gegen 2, also
isty = 2 eine waagrechte Asymptote.
Somit hat K die Asymptoter= 0 undy = 2.
Die Koordinaten des Hochpunkts von K erhélt man mithilfe der 1. und 2. Ableitung von
f.Mit f(X) = % — & +2=4x"2— 4x "3+ 2 ergibt sich:

_ _ 8 12
f,(X)=—8X3+12(4=—g+F
_ 5 24 48
f7(x) = 24x % — 48x 5:_X4 -5

Als notwendige Bedingung l6st man die Gleichufigx) = 0 nachx auf:

8 12
—gﬂ-g =0
—8x+12=0
x=15

Setzt marx= 1,5 in f”(x) ein, ergibt sich:

24 48 128
f//(l, 5) = W - ﬁ = _ﬁ < O = HOChpunkt

Den zugehdrigeg-Wert erhalt man, indem man= 1,5 in f(x) einsetzt:

4 4 70
y= f(1,5)—ﬁ—ﬁ+2—2—7~2,59

Somit hat der Hochpunkt von K die Koordinater(H5 | £9).



Losungen

Damit kann man in der Abbildung die Skalierungen der Koortdinachsen erganzen:
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Um das Monotonieverhalten vanfur x < 0 zu untersuchen, betrachtet man die Ableitung
f'x)=-3+%&:

Fiirx < 0 istx® < 0 und damit der Bruch- 5% > 0.

Furx < 0 ist der BruchiZ > 0, damit gilt:

f'(x) >0furx<0

Somitistf fur x < 0 streng monoton wachsend.
Um das Kriimmungsverhalten des Graphen f/diar x < 0 zu untersuchen, betrachtet man
f”(X) _ %1 _48.

= 2.

Fiirx < 0 ist der Bruch& > 0.
Firx < 0 istx® < 0 und damit der Bruch-3¢ > 0, damit gilt:

f”(x) >0furx<0

Somit ist der Graph vorf fir x < 0 linksgekrimmt.

Um ohne weitere Rechnung anzugeben, fir welche Wertec\ia Gleichungf (x) = ¢

keine, eine oder mehrere Losungen hat, bestimmt man anhand der gegebenen Abbildung
und der berechneten Werte die Schnittstellen des Grapher withder Geradery = c,

die parallel zux-Achse verlauft:



Losungen

Furc < 2 gibt es eine Schnittstelle, furQ c < glbt es drei Schnittstellen, fur—
gibt es zwei Schnittstellen und fI(II’> glbt es W|eder eine Schnittstelle.

Somit hat die gegebene Gleichung mr< 2 oderc > 2 9 eine Lsung, fiir < ¢ < 20 drei
Lésungen und filc = £ 57 9 zwei Lésungen.

b) Die Tangenté und die Normalen an K an der Stellx = 1 erhalt man, indem man den
zugehdorigery-Wert und die Steigungen vanund n bestimmt. Deny-Wert erhalt man,
indem marx = 1 in f(x) einsetzt:

4 4

F-3+2=2=B(1]2)

y="1(1)=
Die Steigungm in B erhélt man, indem man derWert von B inf’(x) einsetzt:

8 12

Setzt manm = 4 und die Koordinaten von @ | 2) in die Tangentengleichung
y= f’(u)- (x—u)+ f(u) ein, ergibt sich:

t:y=4-(x—-1)+2
t:y=4x-2

Die Steigungm, der Normalen ist der negative Kehrwert der Steigung der Tangente:

_r_ 1
Mh=—r ="
Setzt marmn =—3 und die Koordinaten von & | 2) in die Normalengleichung
y=— f,() S(x— u)+f( ) ein, ergibt sich:
1
y=—>-(x=1)42
ny=-2 =1+

1
n:y= _ZX+2’25

Die Schnittpunkte Sbzw. $ vont bzw.n mit dery-Achse erhalt man, indem man jeweils
x = 0 in die entsprechenden Gleichungen einsetzt:

y1=4-0-2=-2 = 51(0| _2)
1
y2=—70+225=225= $(0|2,25)



Losungen

Damit erhalt man folgendes Dreieck:

£
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L i 1. L
=2

Den Flacheninhalt A dieses Dreiecks erhalt man mit der FoA’n:elg;Zh.
Mit g=$1S, = 4,25 undh = 1 ergibt sich:

4,25-1 17 2125

A= =
2 8

Das Dreieck hat einen Flacheninhalt vai25FE.

c) Den Flacheninhalt A der Flache, die K mit der Geragilea 2 und der Gerader = 2
begrenzt, erhalt man mithilfe eines Integrals. Da K oberhalb von der Geraden verlauft,

gilt:

Der Flacheninhalt betragt BFE.



Losungen

d)

Den Flacheninhalt Au) der Flache, die K mit der Geradgn= 2 und der Geradern=u
(u> 1) begrenzt, erhélt man ebenfalls mithilfe eines Integrals. Da K oberhalb von der
Geraden verlauft, gilt:

urs4 4
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Um u so zu bestimmen, dass diese Fléache den Inhalt 1 FE hat, I6st man die Gleichung
A(u) = 1 nachu auf:

4 2
2-24 51
u'u
W —4u+2=0

Mithilfe derabcFormel erhalt man folgende Losungen:

Uy =2++v/2~ 3,41 undup, = 2— /2~ 0,59.

Wegenu > 1 kommt nuru = 3,41 als Lésung in Frage.

Somit hat die Flache flu~ 3,41 einen Flacheninhalt von 1 FE.

Um zu ermitteln, wie grol3 die nach rechts ins Unendliche reichende Flache maximal wer-
den kann, bestimmt man den Grenzwert vau A= 2 — ﬁ + u—22 flru — 0. Da die beiden
Briiche furu — o gegen Null gehen, geht(&) gegen 2. Somit kann die Flache maximal
einen Flacheninhalt von 2 FE haben.

Um K an der Geradeyn= 2 zu spiegeln, verschiebt man zuerst K um 2 LE nach unten,
spiegelt an dex-Achse und verschiebt den gespiegelten Graphen anschlie3end wieder um
2 LE nach oben.

Damit erhalt man fur die Funktiogfolgenden Term:

4 4 4 4
g(x):—(f(x)—2)+2:—<?—g+2—2)+2:—;+g+2



Losungen

Aufgabe A 1.2

Die Funktionf beschreibt die Niederschlagsrate eines Dauerregens, die Fugktierwasser-
abflussratet(in Stunden seit Einsetzen des Regeh@) undg(t) in Liter pro n? pro Stunde).
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a) Anhand des Graphen vdrkann man erkennen, dass der Regen etwa die ersten funf Stun-

b)

den nahezu gleichbleibend stark ist mit einer Niederschlagsrate von etwa 3 Lite? pro m
pro Stunde, anschlieBend lasst er recht schnell nach.

Etwa nach 7,3 Stunden hort der Regen auf, da die Nullstellef ot =~ 7,3 ist.

Die gesamte Niederschlagsmenge M wahrend des Regens kann man mithilfe eines Inte-
grals bestimmen, da alle Niederschlagsraten wahrend des Regens summiert werden:

7,3
M :/ f(t)dt
0

Die Graphen vorf undg haben ndherungsweise die Schnittstefien 1,4 undt, ~ 6,7.
Da der Graph vorf oberhalb des Graphen vgrverlauft, ist in diesem Zeitraum die Nie-
derschlagsrate groRRer als die Wasserabflussrate. Somit bilden sich Pfiitzen. Die schraffierte

Flache, die von den beiden Graphen eingeschlossen wird, kann ndherungsweise durch das
67
Integral W= / (f(t) —g(t))dt berechnet werden und beschreibt die Wassermenge W,
14

die zwischen 1,4 und 6,7 Stunden nicht abflieRen konnte.
Eine Gleichung, mit der man berechnen kann, zu welchem Zeitpunkt T alle Pfiitzen ver-
schwunden sind, erhalt man mithilfe von Integralen. Im Zeitraum von 6,7 bis 7,3 Stunden

73
kann der Abfluss durch Az/ (g(t) — f(t))dt beschrieben werden. Wenn der Regen
67

T
aufgehort hat, kann der Abfluss bis zu einem Zeitpunkt T dur;g:h!i/ g(t)dt beschrie-
73

ben werden. Da die Wassermenge W, die sich zwischen 1,4 und 6,7 Stunden gebildet hat,
vollstéandig bis zum Zeitpunkt T abflie3en soll, muss gelten:

W=A1+A2

[l aw-goa= [ @0t [ g

4 6,7





