23 Platte ]

Tippsab Seite47,Lésungerab Seite96

An einerrechteckigerPlattemit denEckpunkterA (10| 6| 0),B(0]6]0),C(0| 0] 3)
undD (10| 0] 3) istim PunktF (5| 6 | 0) ein2mlangerStabbefestigtderin
positivexs-Richtungzeigt.

Eine punktférmigeLichtquellebefindetsichzunachstm PunktL (8 | 10| 2)
(Koordinatenangabédn m).

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Platte liegt.
Stellen Sie die Platte, den Stab und die Lichtquelle in einem Koordinatensystem dar.
Berechnen Sie den Abstand des oberen Endes S des Stabes von der Ebene E.
Berechnen Sie den Winkel zwischen dem Stab und der Platte.

(Teilergebnis: E xo + 2X3 = 6)

b) Der Stab wirft einen Schatten auf die Platte.
Bestimmen Sie den Schattenpunkt des oberen Endes des Stabes.
Begriinden Sie, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt.

c) Die Lichtquelle bewegt sich von L aus auf einer xut,-Ebene parallelen
Kreisbahn, deren Mittelpunkt das obere Ende des Stabes ist. Dabei kollidiert
die Lichtquelle mit der Platte.

Berechnen Sie die Koordinaten der beiden mdglichen Kollisionspunkte.
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a) Verwenden Sie fur die Parametergleichung der Ebene E, in der die Plattﬂnit den_l?ckpu
ten A, B und C liegt, beispielsweise den Stlitzpunkt A und die Spannvekd@emd AC.
Einen Normalenvektatvon E erhalten Sie mithilfe des Kreuzprodukts (siehe Seite 42) der
Spannvektoreﬁ und A_C>;>Alternativ kdrﬂen Si@ auch mithilfe des Skalarprodukts be-
stimmen, ddi sowohl aufAB als auch auAC senkrecht steht. Eine Koordinatengleichung
von E erhalten Sie mithilfe der Punkt-Normalenfortk:— &) - i = 0. Alternativ kdnnen
Sie auch die Koordinaten eines gegebenen Punktes in den Angatbx, + cxz = d ein-
setzen undl bestimmen. Bestimmen Sie die Koordinaten des oberen Endes des Stabe
Den Abstand d des oberen Endes S des Stabes von der Ebene E erhalten Sie mithilfe
Abstandsformel.

Den Winkel zwischen dem Stab und der Platte erhalten Sie mit der Fommel-@i%,
wobein ein Normalenvektor von E uritlein Richtungsvektor der Geraden ist, auf welcher
der Stab liegt.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes S des oberen Endes des Stabes.

Den Schattenpunkt'Sles oberen Endes des Stabes auf der Platte erhalten Sie, indem
die Geradey durch die Punkte S und L aufstellen und mit der Ebene E, in der die Plattg
liegt, schneiden. Setzen Sie dazu den allgemeinen PynktrR) in die Koordinatenglei-
chung von E ein und l8sen Sie die Gleichung nacuf. Anschlielend setzen Sie den
erhaltenen-Wert in R ein.

Um zu begrinden, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt, prifen Sie, ob d
untere Ende des Stabes auf der Platte liegt und anhand von Koordinatenvergleichen, ob
Schattenpunkt’Sauf der Platte liegt.

Uberlegen Sie, in welcher Ebene K sich die Kreisbahn befindet. Bestimmen Sie die Gle
chung der Schnittgeradamer Ebene K und E, indem Sie das zugehdrige Gleichungssys
temldsen. Die Koordinaten der beiden moglichen Kollisionspunkte erhalten Sie, indem Si
den Abstand eines allgemeinen Punktegdh s zum Mittelpunkt S des Kreises gleichset-
zen mit dem Radius der Kreisbahn.

Den Radius der Kreisbahn erhalten Sie, indem Sie den Abstand von S zu L mithilfe
des Betrags des zugehdorigen Verbindungsvektors bestimmen. Den Absteings all-
gemeinen Punktes Ron s zum Mittelpunkt S des Kreises erhalten Sie ebenfalls mithilfe
des Betrags des zugehdrigen Verbindungsvektors. Losen Sie die Gleighsimgdurch
Quadrieren nachauf. Setzen Sie die erhaltenekVerte in R ein.
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Gegebersind die PunkteA(10|6|0), B(0|6|0), C(0|0|3), D(10|0]|3), F(5|6]0) und
L(8]10]2).

a) Die EbeneE, in der die Platte mitden Eckpunktéa®| 6| 0),B(0|6|0) undC(0| 0] 3)
liegt, hat beispielsweise den Stutzpunkt A und die Spannvektoren

-10 1 -10
— —
AB = 0 |=-10-f O |undAC=| -6
0 0 3
Damit hat E die Parametergleichung:
10 1 -10
E:X= 6 +s-| O | +t-| —6 iSstelrR
0 0 3

Einen Normalenvektdi von E erhalt man mithilfe des Kreuzprodukts (siehe Seite

1 -10
42) der Spannvektoren 0 | und| —6
0 3

1 -10 0 0 0

0 |x|-6 |=|-3|=-3]1]|=0=|1

0 3 —6 2 2

Alternativ kann mani auch mithilfe des Skalarprodukts bestimmen,fdauf beiden
Spannvektoren senkrecht steht. Damit gilt:

ny 1
17] . 0 =0
n3 0

und n ~10
17] -1 —6 =0
n3 3

Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem:

| Ny 4+ 0n + O0nz = 0
I —-10ny — 6np + 3n3 = O

Aus Gleichung I ergibt sicmmy, = 0.
Setzt mam; = 0 in Gleichung Il ein, erhalt man:6n,+ 3n3 = 0.
Wahlt man in Gleichung Il z.Bnz = 2, erhdlt man=6n,+3-2=0 = n, =1



0
Damit ergibt sich ein Normalenvektar= | 1
2

Eine Koordinatengleichung von E erhalt man mithilfe der Punkt-Normalenform:

E:(X—4d) =0
10 0

E:[x—| & 11 ]=o0
0 2

E:(x1—10)-0+(X2—6)-1+(Xx3—0)-2=0
E:x—6+2x3=0
E:X+2%3=6

Alternativ kann man auch die Koordinaten des Punkt€s® 6 | 0) in den Ansatz
X2 + 2X3 = d einsetzen:
6+2:0=d =d=6

Die Ebene E hat die KoordinatengleichungX =+ 2x3 = 6.

X3A

C

Das obere Ende des Stabes hat die Koordinatén 6| 2).
Den Abstand d des oberen Endes S des Stabes von der Ebape-Bxz = 6 erhalt man
mithilfe der Abstandsformel:

g_16+22-6 4

- J02r12+22 B

Der Abstand des oberen Endes des Stabes von der Ebene E betragtitwa 1



[ri-7|

Den Winkel zwischen dem Stab und der Platte erhalt man mit demé&l sino = T

0 0
wobeii= | 1 | ein Normalenvektor von E und= [ 0 | ein Richtungsvektor der
2 1
Geraden ist, auf der der Stab liegt. Damit erhalt man:
0 0
1
sing — n-r 2 1 _ |0-04+1-0+2-1] 2
[ - [F] 0 0 V02412422./02+02+12 /5
1 0
2 1

= o ~634°

Der Winkel zwischen dem Stab und der Platte betragt etwa°63

b) Das obere Ende des Stabes hat die Koordinatén | 2).
Den Schattenpunkt*Sles oberen Endes des Stabes auf der Platte erhalt man, indem man
die Geradeg durch die Punkte S und L aufstellt und mit der Ebene E, in der die Platte liegt,
schneidet. Die Geradghat die Gleichung:

5 3
g:X=| 6 |+t-| 4
2 0

Den Schnittpunkt Svong und E erhalt man, indem man den allgemeinen Punkt
P (5+3t| 644t | 2) in die Koordinatengleichung von Eq + 2x3 = 6 einsetzt:

6+4t+2.2=6 = t=—1

Setzt mant = —1in R ein, ergibt sich: (2|2 2).

Der Schattenpunkt des oberen Endes des Stabes hat die Koordiné2ei2 $2).

Um zu begriinden, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt, kann man sich Fol-
gendes Uberlegen:

Das untere Ende des Stabes, also der Punkt F, liegt auf der Platte, da er der Mittelpunkt der
Eckpunkte A und B ist.

Der Punkt $(2|2|2) liegt auf der Platte, da dig;-Koordinate von S zwischen den
x1-Koordinaten der Eckpunkte A und B liegt, dig-Koordinate von S zwischen derx,-
Koordinaten der Eckpunkte B und C liegt und digKoordinate von S zwischen den
x3-Koordinaten der Eckpunkte A und D bzw. B und C liegt.

Damit liegt der gesamte Schatten des Stabes von F aufSler Platte.



c) Da sich die Lichtquelle von L aus auf einer zxxo-Ebene parallelen Kreisbahn be-
wegt, deren Mittelpunkt das obere Ende des Stabes ist, liegt diese Kreisbahn in der Ebene
K: x3 = 2. Die Kollisionspunkte der Kreisbahn mit der Platte liegen also auf der Schnitt-
geradersvon E und K.

Eine Gleichung vors erhalt man durch Lésen des zugehdrigen Gleichungssystems:

I X 4+ 2x3 = 6
Il X3 = 2

Setzt marxz = 2 in Gleichung | ein, ergibt sich¢; +2-2=6 = x, = 2.
Wahlt manx; =t, so erhalt man:

0 1
siX=1] 2 |+t-] O
2 0
Die Koordinaten der beiden moglichen Kollisions- P,

punkte erh@lt man, indem man den Abstand eines all-
gemeinen Punktes;R | 2| 2) von s zum Mittelpunkt
S des Kreises gleichsetzt mit dem Radiuger Kreis-

bahn.
Der Radiug der Kreisbahn ist der Abstandvon S zu L:
3
—_ —
r=SC=[SL|=|| 4 ||=Va+#+02=v25=5
0

Der Abstandi; eines allgemeinen Punktesu®nszum Mittelpunkt S des Kreises betragt:
5-—t
= 4 :\/(S—t)2+42+02:\/(5—t)2+16
0

4 =PS=|RS

‘ ‘

Die Gleichungd = r I6st man durch Quadrieren nachuf:

\/(5-1)2+16=5
(5—t)>+16=25
25— 10t+t?+16=25

t2-10t+16=0

Mithilfe der abc oderpg-Formel erhalt man die Losungén= 2 undt, = 8.
Setzt man; = 2 undt, = 8 in R ein, erhalt man die Kollisionspunktg 2| 2| 2)
und B (8|2 2).





