Mond ]

AufgabeA 3.1
Im Verlaufvon etwa30 Tagenandertder Mond bestandigeinErscheinungsbild

(sieheAbbildung).

Der beleuchtete Anteil der Mondscheibe wird modellhaft
durch die Funktion A mit

11 .
A(t):—+—.sm(%~t) L 0<t <30,

beschrieben. Dabei stethfir die Tage seit Beobachtungsbeginn, beispielsweise ist
t = 1 das Ende des ersten Tages.

Bei Wollmond hat der beleuchtete Anteil den Wert 1.

Die Abbildung zeigt den Graph von A:
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a) Ergéanzen Sie die Skalierung der Achsen in der Abbildung.

Formulieren Sie im Sachzusammenhang eine Frage, die durch Ldsen der

Gleichung At) = 0,95 beantwortet werden kann.

Berechnen Sie die Losungen dieser Gleichung.

Bestimmen Sie rechnerisch die Anderungsrate der Beleuchtung der Mondscheibe zu Be-
obachtungsbeginn.



Geben Sie eine Gleichung an, mit der man diejenigen Zeitpub&stimmen kann, zu
denen die Anderungsrate der Beleuchtung der Mondscheibe halb so groR ist wie zu Beob-
achtungsbeginn.

b) Ermitteln Sie den durchschnittlichen Anteil, der von Beobachtungsbeginn bis
zum Ende des flinfzehnten Tages beleuchtet wird.

c) Das Modell A soll nun zu einem Modell B abgeéndert werden, sodass
der Zeitpunkt = O der Beleuchtung bei Vollmond entspricht.

Bestimmen Sie hierzu einen Wert féirsodass die Funktion B mit

11 .
B(t)=—+—-sm(1—r;-t+c) L 0<t <30,

diesen Sachverhalt modelliert.
Geben Sie eine weitere Funktion der Forift)C= a- cos(b-t — ¢) + d fur Modell B an.

Aufgabe A 3.2
Gegeben ist die Funktionenscligrdurchga(x) = ax? — 4x+2; a# 0. Ihr Graph sei K.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass allg &nen gemeinsamen Punk{®| 2) und in diesem
Punkt eine gemeinsame Tangente haben. Erlautern Sie die geometrische Bedeutung dieses
Sachverhalts.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Kurve C, auf der die Extrempunkte glkeden.
Geben Sie denjenigen Punkt von C an, der kein Extrempunkt yastK

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Normatgran K, an der Stellec= 1 in Abhangigkeit
vona.
Berechnen Sie diejenigen Werte vanfir die die Normalen, die y-Achse in 20| 1,5)
schneidet.



Mond

Aufgabe A 3.1

a) Eine allgemeine Sinusfunktion hat die Fofiix) = a-sin(b- (x—c)) +d.
Dabei gibta die Streckung iry-Richtung b die Streckung/StauchungiaRichtung,c die
Verschiebung ink-Richtung undd die Verschiebung ity-Richtung an. Die Periodp er-
gibt sich durchp = %’T Uberlegen Sie, was beim vorliegenden Fall zutrifft. Damit oder
eventuell mithilfe einer Wertetabelle kdnnen Sie die Achsen skalieren.
Beachten Sie, dass(8) der beleuchtete Anteil der Mondscheibe ist und 0,95 einem Pro-
zentsatz von 95% entspricht. Die Losungen der Gleichufi@-A 0,95 erhalten Sie durch
Substitution und Symmetrietiberlegungen. Substituierenl’—?_‘ie =z und l6sen Sie die
Gleichung. Mithilfe des WTR erhalten Sie eine LosumgBeachten Sie, dass der Graph
von sin(z) achsensymmetrisch z= 7 verlauft, so dass Sie als zweite Losung—
g + (’—2T — zl) erhalten. Resubstituieren Sie anschlieRend, untifilerte zu erhalten. Die
Anderungsrate des Anteils der Beleuchtung des Mondes zu Beobachtungsbeginn erhal
Sie mithilfe der 1. Ableitung von A, die Sie mit der Kettenregel bestimmen. Setzen Sie
t =0 in A’(t) ein. Um eine Gleichung, mit der man diejenigen Zeitpunkte bestimmen
kann, zu denen die Anderungsrate der Beleuchtung des Mondes halb so grof ist wie
Beobachtungsbeginn, aufzustellen, beachten Sie, dd8sder Anderungsrate entspricht.

Den durchschnittlichen Antel\, der von Beobachtungsbeginn bis zum Ende des fiinf-

) o — 1 b
zehnten Tages beleuchtet wird, erhalten Sie mithilfe eines Inte@raism . / A(t)dt
(Mittelwert). :

Beachten Sie, dass das Schaubild von Modell A um 7,5 LE nach links verschoben werdjg
muss, um Modell B zu erhalten. Bestimmen Sie algb) B- A(t + 7,5) und daraus.
Alternativ kénnen Sie auch die Gleichung@® = 1 nachc auflésen. Uberlegen Sie, wie
die Cosinusfunktion verlauft.

Aufgabe A 3.2

a) Um zu zeigen, dass allezkeinen gemeinsamen Punk{®| 2) haben, machen Sie eine
Punktprobe. Hierzu setzen Sie die Koordinaten von B in die Funktionsgleichagxgein.
Bei einer wahren Aussage liegt der Punkt B auf allen Graphemgyddm zu zeigen, dass
alle K, in diesem Punkt eine gemeinsame Tangente haben, stellen Sie die Gleichung d
Tangente auf. Die Steigung der Tangente erhalten Sie mithilfe der 1. Ableitugag(x).
Setzen Sie der-Wert von B ingy’(x) ein. Die Tangentengleichung erhalten Sie mit der
Formely = f'(u) - (x—u) + f(u). Prifen Sie, ob die Tangentengleichung unabhangig von
aist. Um eine Gleichung der Kurve C, auf der die Extrempunkieier K, liegen, zu
bestimmen, berechnen Sie zuerst die Koordinaten der Extrempunkte in Abhangigkeit va
a. Hierzu verwenden Sie die 1. und 2. Ableitung \@nAls notwendige Bedingung l6sen
Sie die Gleichung,’(x) = 0 nachx auf. Setzen Sie den erhaltenelVert ing,” (x) ein.
Fallsga” (x) # 0 handelt es sich um eine Extremstelle. Den zugehdrjgdlert erhalten




Sie, indem Sie der-Wert inga(X) einsetzen. Um eine Gleichung der Kurve C, auf der alle
diese Extrempunkte liegen, zu ermitteln, [6sen Sie xdg¥ert nacha auf und setzen das
erhaltene Ergebnis in dgaWert ein. Uberlegen Sie, welcherNert der Extrempunkt £

nie annehmen kann. Setzen Sie dies&¥ert in die Gleichung von C ein.

Die Gleichung der Normalen, an Ky an der Stellex = 1 erhalten Sie, indem Sie zu-
erst den zugehdrigeprWert bestimmen. Diesen erhalten Sie, indem8ie 1 in ga(x)
einsetzen. Die Steigungy der Tangente an der Stelle= 1 erhalten Sie, indem Sie
x=1inga'(x) einsetzen. Die Steigungy, der Normalen ist der negative Kehrwert der
Tangentensteigung. Setzen Sie die Koordinaten von Tnynith die Normalengleichung
Y=g (X—u)+f(u) ein.

Setzen Sie die Koordinaten von Z in die Normalengleichung ein und l6sen Sie die Glei
chung mithilfe demabcFormel nacha auf.




Mond

AufgabeA 3.1
EsistA(t) = 2 + 3 -sin({5-t) ; 0<t <30 ¢ in Tagen seit Beobachtungsbeginn).
a) Um das Schaubild von A zu skalieren, kann man sich Folgendes tiberlegen:
Die Amplitude ista= % die Periodep erhélt man durclp = %” = 27 — 30 und die «Mit-
15

tellinie» ist beiy = 3.
Alternativ kann man auch mithilfe des WTR eine Wertetabelle erstellen:

t 0 [75] 15 [225] 30
At o5 1] 05] o [05

Damit ergibt sich folgende Skalierung:
“A([)
=4 155

\\_/ t

5 10 15 20 25 30

Eine Frage, die durch Lésen der Gleichun@)A= 0,95 beantwortet werden kann, lautet:
«Zu welchem Zeitpunkt betragt der beleuchtete Anteil der Mondscheibe 95%7?».

Die Lésungen der Gleichung(® = 0,95 erhalt man durch Substitution und Symmetrie-
Uberlegungen:

%—F%-sin (1—"5t) —0,95
%-sin(l—z-t)zo,%
T

sin(—-t)zo,g

[N
(62}

Substituiert manft -t = z, so erhalt man die Gleichung:
sin(z) =0,9

mithilfe des WTR erhdlt man die Lésuzg~ 1,12.
Da der Graph von siz) achsensymmetrisch 2u= 7 verlauft, erhélt man als zweite

Losung

22:g+(’—2T—1,12) ~2,02



b)

Ay
11z Z,
¥=09
+0,5
o @ X
H \\= H f L I ' I >
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
_0’5,
F-1

Durch Resubstitution ergibt sich damit:

T

—-t~112 = t1 5,35
15 9 l b
T

—t~202 = t,~9.64
15 9 2 b

Somit betragt etwa Mitte des 6. Tages und Mitte des 10. Tages der beleuchtete Anteil der
Mondscheibe 95%.

Die Anderungsrate des Anteils der Beleuchtung des Mondes zu Beobachtungsbeginn er-
halt man mithilfe der 1. Ableitung von A, die man mit der Kettenregel bestimmt:

A'(t) :0+%~cos(1—n5-t) '1_715: %-cos(l—nS-t)

Setzt mart = 0 in A’(t) ein, erhalt man:

0= cos( o) = L o
A(0) = = cos(15 o) = 35~ 0.105
Somit betragt die Anderungsrate des Anteils der Beleuchtung des Mondes zu Beobach-
tungsbeginn etwa 10,5% pro Tag.

Eine Gleichung, mit der man diejenigen Zeitpunkte bestimmen kann, zu denen die An-
derungsrate der Beleuchtung des Mondes halb so grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn,

lautet: 1

A'(t)=5-A0)

Den durchschnittlichen Antei, der von Beobachtungsbeginn bis zum Ende des fiinf-
zehnten Tages beleuchtet wird, erhalt man mithilfe eines Integrals:

_ 1 15 q
A:—ls_o-/o A(t)dt

1 (15/1 1 _/n
_’Iéﬂé (54—§-sn(15¢)) dt



<)

1 fr1 es(E\]T
15 |22 I .

11 moA\®
~ 15 [ét‘z—'c"s’(ﬂs t)h

1 m AP
== [%t_ﬁ COS(]__S t):|o

1 T 1
~0,82

Somit betragt der durchschnittliche Anteil etwa 82%.

Wenn das Modell A mit

A(t):1+3s‘n(%-t)

zu einem Modell B mit

B(t):}+} sn<1—5 t+c)

abgeandert werden soll, sodass der ZeitpunktO der Beleuchtung bei Vollmond ent-
spricht, so muss das Schaubild von A um 7,5 LE nach links verschoben werden.
Damit erh@lt man den Funktionsterm:
1 1 n 1 1 m m
B(t)=A(t+7 4z 75)) == n
() =A@+7.5)=5+5 S0 (g5 (+7.5) =5+ 5 8n (g5 t+5)
Somitistc= 7.
Alternativ kann man sich auch tberlegen, dass gelten myes:=B1.
Dies fuhrt zu folgender Gleichung:

%4‘% sn(— 0+c)

C

Ny B

c

Furc= Z wird Modell A zu Modell B abgeéandert.
Eine weitere Funktion der Form(§ = a-cos(b-t — c) +d fur Modell B hat beispielsweise
die Gleichung:

Ct) = % cos<1—5 t) +%



AufgabeA 3.2
Esistga(x) = a¥ — 4x+2; a# 0. Ihr GraphseiKa.

a) Um zu zeigen, dass alle;keinen gemeinsamen Punk{@®| 2) haben, macht man eine
Punktprobe. Hierzu setzt man die Koordinaten von B in die Funktionsgleichung ein:

2=a-0°—~4.0+2
2=2

Aufgrund der wahren Aussage liegt der Punk®B2) auf allen Graphen vogs,.

Um zu zeigen, dass allegdn diesem Punkt eine gemeinsame Tangente haben, stellt man
die Gleichung der Tangente auf. Die Steigungder Tangente erhalt man mithilfe der 1.
Ableitungga’(x) = 2ax— 4. Setzt man der-Wert von B ing,’(x) ein, ergibt sich:

m=0,'(0)=2a-0—-4= -4

Die Tangentengleichung erhélt man mit der Forgnel f ’(u) - (x—u) + f(u). Damit ergibt
sich:

y=—-4-(x—0)+2
y=—4x+2

Da die Tangentengleichung unabhéangig adst, haben alle K im Punkt B eine gemein-

same Tangente.

Da alle K; einen gemeinsamen Punkt und in diesem Punkt eine gemeinsame Tangente ha-
ben, bertihren sich somit alle;km Punkt B.

Um eine Gleichung der Kurve C, auf der die Extrempunkiealier K, liegen, zu be-
stimmen, berechnet man zuerst die Koordinaten der Extrempunkte in Abh&éngigkait von
Hierzu verwendet man die 1. und 2. Ableitung \gn

ga'(X) = 2ax—4
ga"(X) = 2a

Als notwendige Bedingung lést man die Gleichugad(x) = 0 nachx auf:

2ax—4=0
2ax=4
2

X =

)

Setzt marx = 2 inga"(x) ein, ergibt sichg,” (2) = 2a# 0.



b)

Wegenga” (2) # 0 handelt es sich um eine Extremstelle.
Den zugehdorigeg-Wert erhalt man, indem man= % in ga(x) einsetzt:

2 2\? 2 4 4 4
y:ga(_):a.(_) —4-(—)+2:a-—2—§+2:——§+2=__+2
a a a a2 a a a a

Somit haben die Extrempunkte allegKlie Koordinaten E(2 | —2 +2).
Um eine Gleichung der Kurve C, auf der alle diese Extrempunkte liegen, zu ermitteln, l6st
manx = g nacha auf und setzt das erhaltene Ergebniy ia —g +2ein:

xX1N

4 4
y=—a+2=—§+2:—2x+2
X

Die Extrempunkte aller Kliegen auf einer Kurve C mit der Gleichugg= —2x+ 2.
Wegenx = % kann dex-Wert des Extrempunktsghie den Wert Null annehmen.
Setzt marx = 0 in die Gleichung von C ein, ergibt sich= —-2-04+2= 2.

Somit ist der Punkt @ | 2) ein Punkt von C, der kein Extrempunkt von .

Die Gleichung der Normalem, an K5 an der Stellex = 1 erhalt man, indem man zuerst
den zugehorigegWert bestimmt. Diesen erhélt man, indem nxaa 1 in ga(x) einsetzt:

y=da(l)=a-1°—4.1+2=a-2

Somit hat ein Punkt T die Koordinater{T| a— 2).
Die Steigungn der Tangente an der Stektle= 1 erhalt man, indem man=1in
0a’(X) = 2ax— 4 einsetzt:

m=gs(1)=2a-1-4=2a—4

Die Steigungm, der Normalen ist der negative Kehrwert der Tangentensteigung, also:

1 1

™= T 2a-4

Setzt man die Koordinaten von T umd, in die Normalengleichung
Y=g - (X— )+ f(u) ein, ergibt sich:

‘(x—1)+a-2

S X+ = +a-2
Y="% "4 2a—4




Somit hat die Normale, die Gleichungy = — 5.1 - X+ 515 +a— 2.
Damit die Normalen, diey-Achse in Z0 | 1,5) schneidet, setzt man die Koordinaten von

Z in die Normalengleichung ein und I6st die Gleichung nactuf:

1 1
15= 5= 045 +a-2

1
35-a=5"3
(3,5—a)-(2a—4)=1

—2a%+11a—15=0

Mithilfe der abcFormel erhalt man die Losungen = 3 unda, = 2,5.





