Kiste ]

Eine quaderférmige Kiste ist in einem

Koordinatensystem durch die Eckpunkte
A(0]|0]0),B(3]0|0),D(0]5]0)und
F(3|0]4) festgelegt.

Die Flache EFGH stellt den Deckel der
geschlossenen Kiste dar. A D
Dieser ist drehbar um die Kante EH. i
Weiterhin ist fUr jede$ > 0 eine Ebene £
gegeben durch die Gleichung

B C
(Skizze nicht maf3stabsgerecht)

Ei: tXq —x3=—4.

a) Berechnen Sie den Abstand zwischen den Kanten AB und GH.
Zeigen Sie, dass die Gerade durch E und H in jeder EbghegE
Bestimmen Sie die Gleichung derjenigen EbeperEwelcher der Deckel bei geschlosse-
ner Kiste liegt.
Prifen Sie, ob der Deckel in einer Ebendiggt, wenn er um 90gedffnet ist?

b) Wenn der Deckel der gedffneten Kiste ig liegt, wird er durch einen Stab orthogonal
zum Deckel abgesttitzt. Dieser Stab ist in der Mitte der Kante EF befestigt und
trifft im Punkt P auf den Deckel.

Berechnen Sie die Koordinaten von P.

c) Berechnen Sie den Offnungswinkel, wenn der Deckebitiegt.
Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene i welcher der Deckel liegt, wenn der Off-
nungswinkel 60 betragt.
Bestimmen Sie den Parametén Abhangigkeit vom Offnungswinket
fur a < 90°.



Geometrie

Das Kreuzprodukt

Wenn man einen Vektdi sucht, der senkrecht auf zwei gegebenen Vektdrendb steht (der
Normalenvektor), geschieht dies einfach und schnell mit dem Kreuzprodukt (Vektorprodukt):

by — agby
A= (ax b) = | aghy — abs
aib, — ahy
Die Merkhilfe dazu:
1. Beide Vektoren werden je zweimal untereinandergeschrieben, dann werden die erste
die letzte Zeile gestrichen.
. Anschlielend wird «lber Kreuz» multipliziert. Dabei erhalten die abwarts gerichtete
Pfeile ein positives und die aufwarts gerichteten Pfeile ein negatives Vorzeichen.

. Die einzelnen Komponenten werden subtrahiert — fertig!
&1 él
2 Z2><22 a,by-ayb,
3><b3 = |asby-a,b;

a
1 1
a2><b2 a;b,-a,b,

, ergibt sich fir den gesuchten Vektor:

Anmerkung:
Mithilfe des Kreuzprodukts lasst sich die Flache des Dreiecks ABC direkt ausrechnen. Es ist:

1 — —
AA:§|ABXAC|




Kiste

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Gibrigen Eckpunkte der Kiste.
Den Abstand zwischen den Kanten AB und GH erhalten Sie, indem Sie zum Beispiel di
Entfernung der Punkte A und H berechnen.
Stellen Sie die Gleichung der Geradgualurch E und H auf und setzen Sie diese in die
Ebenengleichung&ein. Bei einer wahren Aussage liegt die Geradein E
Setzen Sie die Koordinaten von F iR Ein und l6sen Sie die Gleichung nachuf, um
diejenige Ebene £zu bestimmen, in welcher der Deckel bei geschlossener Kiste liegt.
Beim Offnen des Deckels um 9@eht der Punkt F in einen Punktiiber. Bestimmen Sie
den PunktF und setzen Sie die Koordinaten vBrin E; ein. Bei einem Widerspruch liegt
der Deckel nicht in einer Ebeng E

Setzen Sié= 2 in E; ein.

Bestimmen Sie die Koordinaten des MittelpunktsiMier Kante EF.

Stellen Sie eine Lotgeradedurch Mgr orthogonal zu E auf (der Richtungsvektor voin
ist der Normalenvektor von4x

Sie erhalten die Koordinaten von P, indem Bimd E schneiden.

Um den Offnungswinked zu bestimmen, setzen Sie einen Normalenvekgaon E und

einen Normalenvektdn; der Ebene EFGH, die parallel zxixo-Ebene ist, in folgende
Ing - |

Formel ein: cosr =
i 3|

Um diejenige EbeneEu bestimmen, in welcher der Deckel bei einem Offnungswinkel

von 60 liegt, setzen Sie einen Normalenvekigrvon E, einen Normalenvektan; der

e
Ebene EFGH undr = 60° in die Formel cos = i - 1]

ﬁ ein und l6sen die erhaltene
ny
Gleichung durch Quadrieren nachuf.

ni-ni|
ng|- |7

den Parametdrin Abhangigkeit vom Offnungswinkel angeben zu kénnen.

Losen Sie allgemein die Gleichung aps= ———- durch Quadrieren nadhauf, um




Kiste

B C
Die Koordinaten der Eckpunkte der Kiste sind®y 0| 0),B(3|0|0),C(3|5]0),
D(0[5]0),E(0[0[4),F(3|0[4),G(3[5[4)undH(0|5]4).
Den Abstand zwischen den Kanten AB und GH erhalt man, indem man die Entfernung der
Punkte A und H berechnet, da die Kiste quaderférmig ist :

0
AH=|AH|=|| 5 ||=vV0?+ 52+ 42 = V4i~6.4
4

Der Abstand der Kanten AB und GH betragt etwa 6,4 LE.

Um zu zeigen, dass die Geragelurch E und H in jeder Ebene; Etx; — x3 = —4 liegt,
stellt man die Geradengleichung vgauf und setzt sie in £ein. Man erhalt:

0 0
g:X=1]1 0 |+s-|] 1 |;s€e R
4 0

Einsetzen voy in E; ergibt:t-0— (4+4s-0)= —4 bzw.—4 = —4.
Aufgrund der wahren Aussage liegt die Gerade jeder der EbenenE

Bei geschlossener Kiste liegt der PunkBH 0 | 4) auf dem Deckel. Setzt man die Koor-
dinaten von F in Eein, so erhalt man::3—4=—-4 = t =0.
Somit liegt der Deckel bei geschlossener Kiste in der Ebgne-E; = —4 bzw.x3 = 4.

Wird der Deckel um 90 getffnet, so geht der Eckpunkt F des geschlossenen Deckels in
den EckpunkE(0| 0| 7) uber.

Setzt man die Koordinaten vdhin E; ein, so erhdltmart:: 0—7= -4 = —7=—4.
Aufgrund des Widerspruchs liegt der um°3feodffnete Deckel in keiner der Ebenep E



b) Der Punkt P ist der Schnittpunkt der Lotgeradamd
der Ebene £

Die Ebene E hat die Gleichung E: 2x; — x3 = —4.
Der Mittelpunkt der Kante EF hat die Koordinaten
Mee(1,5] 0] 4). Die Lotgerade geht durch den Punkt
Megr und ist orthogonal zu £(der Richtungsvektor von

! ! | ist somit der Normalenvektor vorplE

15 2
|: X= 0 +r- 0 |;relrR
4 -1

Schneidet mahmit E;, so ergibt sich: 2(1,54+2r)— (4—r)=—-4 = r =—0,6.
Setzt mamr = —0,6 in| ein, so erhalt man den gesuchten Puni@,B | 0| 4,6), in wel-
chem der Stitzstab auf den Deckel trifft.

c) Um den Offnungswinkek zu bestimmen, wenn der Deckel in egt, berechnet man den

2
Winkel zwischen dem Normalenvektof = 0 | von B und dem Normalenvektor
-1
0
m=| 0 | der Ebene EFGH. Man erhélt;
1
0 2
0 0
I - 7 1)1 B
cosa = = = =— = a~x634
ni| - [m| 0 2 V1v5 V5
0 0
1 -1

Wenn der Deckel in Eliegt, betragt der Offnungswinkel etwa 63,4

Bei einem Offnungswinkel voror = 60° erhalt man:

0 t
0 0
ni- | 1)\~ -1 1
cos60= — = = =
ng|- || 0 VI (-12 2+l
0
1

Da cos60= 1 ist, |It z= = ViZ2+1=2=124+1=4 = t = /3ist einzige
2549 \/t2+ 1 ?
Ldsung wegemn > 0.

Somit liegt der um 60gedffnete Deckel in der Ebene £ V3X — X3 = —4.



Um den Parametérin Abhangigkeit vom Offnungswinket zu bestimmen, st man die
ni-ne|

1
nil- ] viZ+1

Gleichung cost =

nacht auf. Wegero < 90° ist cosa # 0 und man

erhalt:
1 p—
Nt cosa
1
cosg Vv t2+1
! s =t7+1
(cosa)
1
5 —1=t?
(cosa)
1
t1o= s—1
(cosa)

. 1 L
Wegent > 0 istt = , | ———— — 1 die einzige Ldsung.
(cosa)





